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Kvanttimekaniikassa mittaustapahtuma on monimutkaisempi kasite kuin klassisessa
fysiikassa, silla tutkittavaan systeemiin tehtavat mittaukset taytyy mallintaa systee-
min ja mittalaitteen valisena vuorovaikutuksena. Todennakoisyysluonteensa vuoksi
kvanttimekaniikassa erilaiset mitattavat suureet voivat vaikuttaa systeemin tilaan
hyvin eri tavoilla. Suure voi esimerkiksi maarata taysin systeemin tilan mittauk-
sen jalkeen tai ennen mittausta. Tallaisten eroavaisuuksien johdosta suureille on
maaritelty erilaisia optimaalisuuskriteereja, joiden avulla voidaan loytaa kulloiseen-
kin mittaustilanteeseen parhaiten sopivia suureita. Kovarianssi puolestaan varmis-
taa, etta positiivisina operaattorimittoina kuvattavat suureet muuntuvat systeemin
symmetriamuunnoksissa samalla tavoin kuin mittaustulokset.
Tutkielmassa tarkastellaan diskreettien kvanttimekaanisten suureiden optimaali-
suuskriteereja ja kovarianssia seka optimaalisten kovarianttien diskreettien suurei-
den olemassaoloa ja rakennetta.
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Fysiikan voidaan viime kadessa sanoa olevan tieteenala, joka tutkii mitattavissa
olevia asioita. Kvanttimekaniikassa mittaustapahtuman kasite on aina ollut ongel-
mallinen, silla mittauksia taytyy kasitella tutkittavan systeemin ja mittalaitteen
valisena vuorovaikutuksena [1, luku 10]. Systeemin tilojen ja mitattavien suurei-
den ominaisuuksia seka naiden valisia vuorovaikutuksia tutkiva kvanttimekaniikan
osa-alue tunnetaan mittausteoriana.
Tutkielmassa tarkastellaan erasta mittausteorian osa-aluetta, optimaalisia kova-
riantteja suureita. Fysiikassa kovarianssilla tarkoitetaan fysiikan lakien tietynlaista
muuntumista erilaisissa koordinaattimuunnoksissa. Kaytannossa se tarkoittaa, etta
fysiikan lait ovat samanlaiset kaikille havaitsijoille, eika mikaan havaitsija ole eri-
tyisasemassa muihin nahden. Matemaattisessa mielessa se luo lisarajoitteita teorioi-
den teknisille yksityiskohdille. Mittausteoriassa kovarianssilla tarkoitetaan nimeno-
maan suureiden tietynlaista muuntumista systeemin symmetriaryhman muunnok-
sissa. Koska suureita kuvataan kvanttimekaniikassa operaattoriarvoisina mittoina,
taytyy kovarianssiehdot puolestaan ilmaista ryhmien esitysteorian ja operaattoriteo-
rian avulla.
Kaytannossa suoritettavien mittausten ja kokeiden kannalta satunnaisten kova-
rianttien suureiden rakentaminen ei kuitenkaan ole kovin mielekasta, silla yleensa
yhdet suureet sopivan tiettyyn tehtavaan paremmin kuin toiset. Esimerkiksi suureet,
joiden avulla systeemi voidaan muuntaa haluttuun tilaan eroavat matemaattiselta
rakeenteeltaan huomattavasti suureista, joilla systeemin tuntematon tila voidaan
maarittaa kokonaan. Lisaksi tietyt suureet voidaan muodostaa muita suureita "se-
koittamalla". Tallaisten ominaisuuksien ja eroavaisuuksien perusteella suureille on
maaritelty erilaisia optimaalisuuskriteereja [2], joita toteuttavat suureet ovat teo-
rian ja kaytannon kannalta kiinnostavia tutkimuskohteita. Tassa tutkielmassa ra-
joitutaan diskreetteihin ja usein aarellisiin optimaalisiin suureisiin, joiden kovarians-
2sia erilaisten symmetriaryhmien suhteen tarkastellaan. Kaikkien naiden liikkuvien
osien sovittaminen yhteen vaaditulla tavalla ei ole itsestaan selva toimenpide, kuten
myohemmin tullaan nakemaan.
Tutkielmassa kaydaan aluksi lapi fysikaalinen ja matemaattinen teoria, jota op-
timaalisten kovarianttien suureiden yhteydessa tarvitaan. Luvuissa 1 ja 2 esitellaan
kvanttimekaniikan nykyformalismin peruskasitteita ja maaritelmia. Lukijalta odote-
taan perustietoja lineaarialgebrasta ja operaattoriteoriasta seka Hilbertin avaruuk-
sista. Luvussa 3 esitellaan erilaisia kvanttimekaanisten suureiden optimaalisuuskri-
teereja ja niiden suhteita toisiinsa. Luvussa 4 esitellaan kovarianttien suureiden kan-
nalta keskeisia diskreettien ryhmien esitysteorian tuloksia. Paapaino on projektiivi-
silla, indusoiduilla ja unitaariesityksilla. Luvussa 5 kaydaan lapi mittausteoreettisen
kovarianssin matemaattinen muotoilu. Paaosaa nayttelevat imprimitiivisysteemeik-
si kutsutut matemaattiset rakenteet ja George Mackeyn ensimmaisena kehittamat
menetelmat [3, luku 6.6], joilla ryhman esityksia voidaan analysoida aliryhman in-
dusoitujen esitysten avulla. Lopuksi luvussa 6 kasitellaan optimaalisia kovariantteja
suureita aiempien lukujen pohjalta ja lasketaan muutamia esimerkkeja.
Lukijalta ei vaadita kovinkaan kattavia esitietoja kvanttimekaniikasta tai ma-
tematiikasta, tavallisimpien algebrallisten rakenteiden (ryhma, vektoriavaruus, al-
gebra) tuntemus riittanee. Tutkielma on kirjoitettu mahdollisimman johdonmukai-
seksi kokonaisuudeksi, jossa kulloiseenkin aiheeseen liittyvien matemaattisten olioi-
den maaritelmat ja perusominaisuudet kerrataan ennen itse aiheeseen siirtymista.
Nain lukijan ei tarvitse tarkistaa maaritelmia muista lahteista.
31 Kvanttimekaniikan matemaattiset perusteet
Kvanttimekaniikka rakentuu suurelta osin operaattoriteorian varaan. Kyseessa on
laaja ja monipuolinen matematiikan ala, joka sisaltaa elementteja muun muassa
lineaarialgebrasta, analyysista, algebrasta ja topologiasta. Aloitetaan kertaamalla
lyhyesti operaattoriteoriassa tarvittavia matemaattisia peruskasitteita.
1.1 Homomorsmeista
Erilaisten algebrallisten rakenteiden kanssa tulee vastaan useita erilaisia maaritelmia
homomorsmeille eli rakenteen sailyttaville kuvauksille. Tassa kappaleessa selven-
netaan naiden eri maaritelmien eroja. Usein on kuitenkin selvaa kontekstista, mita
maaritelmaa kulloinkin tarkoitetaan. Tallaisissa tilanteissa kuvauksista kaytetaan
yksinkertaisuuden vuoksi pelkastaan nimitysta homomorsmi.
Maaritelma 1.1. Olkoon A ja B ryhmia. Ryhmahomomorsmi on kuvaus f : A!
B, jolle f(xy) = f(x)f(y) kaikilla x; y 2 A.
Maaritelma 1.2. Olkoon A ja B ryhmia ja e ryhman B identiteettialkio. Triviaali
homomorsmi on kuvaus f : A ! B, jolle f(a) = e kaikilla a 2 A. Jos homomor-
smi f ei ole triviaali, sita sanotaan ei-triviaaliksi.
Maaritelma 1.3. Ryhmahomomorsmi f : A! B on endomorsmi, jos A = B.
Maaritelma 1.4. Olkoon idA ryhman A identiteettikuvaus. Ryhmahomomorsmi
f : A ! B on isomorsmi, jos on olemassa ryhmahomomorsmi g : B ! A, jolle
f  g = idA = g  f .
Maaritelma 1.5. Endomorsmi f : A ! A on automorsmi, jos se on myos
isomorsmi.
Maaritelma 1.6. Olkoon V ja W vektoriavaruuksia yli kunnan K. Vektoriava-
ruuksien valinen homomorsmi eli lineaarikuvaus on kuvaus f : V ! W , jolle
f(ax+ by) = af(x) + bf(y) kaikilla a; b 2 K ja x; y 2 V .
4Maaritelma 1.7. Olkoon A ja B algebroja. Algebrojen valinen homomorsmi on
lineaarikuvaus f : A! B, jolle f(xy) = f(x)f(y) kaikilla x; y 2 A.
Maaritelma 1.8. Olkoon A ja B -algebroja (maaritelma 1.10). Algebrojen valinen
homomorsmi f : A! B on -homomorsmi, jos f(x) = f(x) kaikilla x 2 A.
Lisaa yleisimpien algebrallisten rakenteiden valisista homomorsmeista voi lukea
esimerkiksi Grilletin kirjasta Abstract algebra [4].
1.2 C-algebroista ja niiden ominaisuuksista
Kvanttimekaanisen systeemin tilojen ja mittausten matemaattiseen kuvailuun tar-
vitaan C-algebroiksi kutsuttuja rakenteita. Tarkastellaan seuraavaksi lahemmin
naiden ominaisuuksia. Notaatio ja maaritelmien esitysasu mukailevat Follandin har-
monista analyysia kasittelevaa kirjaa [3, luku 1]. Tassa kappaleessa A on algebra.
Maaritelma 1.9. Involuutio (kompleksisessa) algebrassa A on astetta 2 oleva anti-
automorsmi  : A! A eli kuvaus, jolle (x+y) = x+y; (x) = x; (xy) = yx
ja (x) = x kaikilla x; y 2 A;  2 C.
Maaritelma 1.10. A on -algebra, jos se on involuutiolla varustettu algebra.
Maaritelma 1.11. A on Banachin algebra, jos se on algebran lisaksi Banachin
avaruus eli taydellinen normiavaruus.
Maaritelma 1.12. A on C-algebra, jos se on involuutiolla varustettu Banachin
algebra ja lisaksi jjxjj2 = jjxxjj kaikilla x 2 A.
Maaritelma 1.13. Olkoon A C-algebra ja H kompleksinen Hilbertin avaruus. Ku-
vaus f : A! L(H) on algebran A -esitys, jos se on algebrojen valinen homomors-
mi ja f(x) = f(x) kaikilla x 2 A. f on unitaalinen jos lisaksi f(eA) = IH algebran
A identiteettialkiolle eA. f on degeneroitumaton, jos ei ole sellaista 0 6= v 2 H, jolla
f(x)v = 0 kaikilla x 2 A.
5Vektoriavaruuksien valisten lineaarikuvausten eli operaattorien ominaisarvoilla
ja -vektoreilla on keskeinen rooli kvanttimekaniikassa. Tarkasteltavat avaruudet eivat
kuitenkaan aina ole aarellisulotteisia, eika talloin voida oikeastaan puhua ominaisar-
voista vaan tarvitaan yleisempi kasite. Tallaisissa tilanteissa puhutaankin operaat-
torin spektrista, joka voidaan maaritella yleisesti C-algebrojen alkioille.
Maaritelma 1.14. Olkoon A identiteettialkiolla e varustettu C-algebra. Alkion
x 2 A spektri on joukko s(x) = f 2 C : e  x ei ole kaantyvag.
Spektri voidaan maaritella myos kokonaiselle algebralle.
Maaritelma 1.15. C-algebran A spektri s(A) on joukko, joka koostuu kaikista jat-
kuvista funktioista f : A! C, joille f(e) = 1 ja f(xy) = f(x)f(y) identiteettialkiolle
e 2 A ja kaikille x; y 2 A.
Algebran spektrin avulla voidaan maaritella viela yksi kasite, jota tullaan myohem-
min tarvitsemaan.
Maaritelma 1.16. Olkoon A kuten edellisessa maaritelmassa. Maaritellaan jokais-
ta x 2 A kohti kuvaus x^ : s(A) ! C kaavalla x^(f) = f(x). Kuvausta  (x) = x^
sanotaan Gelfandin muunnokseksi.
62 Kvanttimekaniikan formalismi
Kvanttimekaniikan matemaattisessa formalismissa keskeista osaa nayttelevat Hil-
bertin avaruudet ja niiden valiset lineaarioperaattorit. Tassa luvussa kerrataan ly-
hyesti kvanttimekaniikan Hilbertin avaruus -formalismin peruskasitteet ja maaritel-
mat, joita myohemmin tullaan tarvitsemaan. Luku etenee seuraten Buschin et al.
mittausteoriaa kasittelevan kirjan [1, luvut 1 - 2, 7 ja 9] juonta.
2.1 Hilbertin avaruuden operaattoreista
Olkoon H ja K Hilbertin avaruuksia eli taydellisia sisatuloavaruuksia. Avaruuden H
identiteettioperaattoria merkitaan IH tai jos vaaraa epaselvyydesta ei ole, merkitaan
pelkastaan I. Kaydaan ensiksi lapi tarkeimpien kvanttimekaniikassa esiintyvien ope-
raattorijoukkojen maaritelmat.
Maaritelma 2.1. Lineaarikuvaus T : H ! K on kompakti, jos joukon
fT : jjjj  1g sulkeuma on kompakti.
Maaritelma 2.2. Lineaarikuvaus T : H ! K on rajoitettu, jos on olemassa M > 0,
jolle jjTjj M jjjj kaikilla  2 H.
Maaritelma 2.3. Lineaarikuvaus T : H ! H on itseadjungoitu, jos T = T .
Maaritelma 2.4. Lineaarikuvaus T : H ! K on unitaarinen, jos T T = IH ja
TT  = IK.
Maaritelma 2.5. Lineaarikuvaus T : H ! K on jalkiluokkaoperaattori, jos
tr[jT j] = tr[pT T ] <1.
Maaritelma 2.6. Jalkiluokkaoperaattori T : H ! K on jaljen 1 operaattori, jos
tr[jT j] = 1.
Maaritelma 2.7. Lineaarikuvaus T : H ! H on projektio, jos T 2 = T ja T = T .
7Maaritelma 2.8. Lineaarikuvaus T : H ! K on Hilbert-Schmidt -operaattori, jos
tr[T T ] <1
Maaritelma 2.9. Itseadjungoitu lineaarikuvaus T : H ! H on positiivinen, jos
s(T )  [0;1). Operaattorin positiivisuutta merkitaan T  0.
Edellinen maaritelma antaa myos keinon maaritella osittainen jarjestys lineaari-
kuvausten valille.
Maaritelma 2.10. Olkoon T; S lineaarikuvauksia H ! K. T  S jos T   S  0.
Optimaalisten suureiden ja projektioiden yhteydessa puhutaan usein operaatto-
rin asteesta. Selvennetaan viela, mita talla tarkoitetaan.
Maaritelma 2.11. Operaattorin T 2 L(H) aste on sen kuva-avaruuden dimensio
dim (TH).
Kompaktien lineaarikuvausten joukkoa merkitaan C(H;K). Kaytannossa kaik-
ki tutkielmassa esiintyvat lineaarikuvaukset ovat kompakteja. Rajoitettujen lineaa-
rikuvausten joukkoa merkitaan L(H;K). Hilbertin avaruudet ovat normiavaruuk-
sia, joten rajoitetut ja jatkuvat lineaarikuvaukset muodostavat tasmalleen saman
kuvausten joukon. Unitaarioperaattoreita merkitaan U(H;K). Unitaarioperaattorit
ovat tasmalleen Hilbertin avaruuden isometriset surjektiot. Jalkiluokkaoperaattorien
joukkoa merkitaan vastaavasti T (H;K), positiivisille jaljen 1 operaattoreille kayte-
taan merkintaa S(H;K), projektioille merkintaan P(H) ja Hilbert-Schmidt -operaat-
toreille merkintaa HS(H;K). Tilanteessa, jossa H = K, kaytetaan mainituista ope-
raattorijoukoista lyhyemmin merkintoja C(H); L(H); U(H); T (H); S(H) ja HS(H).
Hilbertin avaruuden sanotaan olevan separoituva, jos silla on numeroituva or-
tonormaali kanta. Jatkossa kaikki Hilbertin avaruudet oletetaan separoituviksi ja
avaruuksien skalaarikuntana on aina kompleksilukujen kunta C.
82.2 Kvanttimekaaniset tilat ja suureet
Kvanttimekaniikassa tasmalleen saman mittauksen toistaminen tasmalleen saman-
laiselle systeemille ei tuota aina samaa lopputulosta, jolloin tutkittavan systeemin
tiloista ei voida puhua yksittaisina mittaustuloksina. Kaikkien mahdollisten mittaus-
tulosten tapahtuma-avaruutta eli arvoavaruutta merkitaan symbolilla 
. Kun  on
sopiva joukon 
 -algebra ja X 2 , merkitaan symbolilla pA (X) todennakoisyytta
saada mittaustulos joukosta X  
 kun tilassa  olevasta systeemista mitataan
suure A. Jotta mittaustulosten todennakoisyyksille perustuva kuvailu olisi toimi-
va, vaaditaan lisaksi, etta kaikille suureille A ja tiloille  funktio pA :  ! [0; 1]
muodostaa todennakoisyysmitan.
Kvanttimekaniikassa jokaiseen systeemiin liittyy systeemin ominaisuuksista maa-
raytyva Hilbertin avaruus H. Myohemmissa luvuissa selviaa, etta kyseinen ava-
ruus on itse asiassa osa systeemin symmetriaryhman (projektiivista) unitaariesi-
tysta. Keskitytaan kuitenkin viela tassa vaiheessa tarkastelemaan systeemin tilojen
matemaattista rakennetta.
Maaritelma 2.12. Systeemin tila on positiivinen jaljen 1 jalkiluokkaoperaattori
 : H ! H eli  2 S(H).
Eras kvanttimekaniikan keskeisimmista perustuloksista liittyy tapaan, jolla tilat
ja muut lineaarioperaattorit voidaan hajottaa projektioiden summiksi. Tulos tun-
netaan paremmin spektraalilauseena. Ennen lauseen ja sen todistuksen esittamista
tarvitaan kuitenkin muutama kompakteja itseadjungoituja operaattoreja koskeva
aputulos.
9Lemma 2.1. Olkoon T 2 L(H) kompakti ja itseadjungoitu , S = s(T ) operaattorin
T spektri ja N ominaisarvoon  liittyva ominaisavaruus. Talloin
(i) Jokainen  2 S on reaalinen ja hj i = 0 kun (  T ) = 0; (  T ) = 0 ja  6= 
(ii) 0 on ainoa joukon S kasautumispiste
(iii) Jos  2 S n f0g ; niin dim(N) <1
Todistus. (i) Olkoon ;  2 S seka  ominaisarvoon  ja  ominaisarvoon  liittyva
ominaisvektori. Nyt hji = hjTi 2 R, joten  2 R. Lisaksi
hj i = hTj i
= hjT i
= hj i;
joten hj i = 0 kun  6= .
(ii) Olkoon (n)n reaalilukujen ja (n)n  H ortonormaalien vektorien jono, jot-
ka toteuttavat ehdon Tn = nn kaikilla n. Oletetaan limn!1 n =  6= 0. Vektori-
jonon ortonormaalisuudesta ja Pythagoraan lauseesta seuraa jjn mjj2 = 2jj2,
kun m 6= n, joten jonolla (n)n ei voi olla suppenevaa alijonoa. Toisaalta n =
nn+( n)n ja limn!1( n) = 0, joten myoskaan jonolla (nn)n = (Tn)n
ei voi olla suppenevaa alijonoa. Tama on ristiriita, silla operaattori T oletettiin kom-
paktiksi.
(iii) Oletetaan dim(N) = 1 jollain 0 6=  2 S. Nyt avaruuden N vektoreista
voidaan muodostaa numeroituvasti aareton ortonormaali jono (n)n, jolle Tn =
n kaikilla n. Jono (n)n ei suppene, joten jonolla (n)n = (Tn)n ei voi olla
suppenevaa osajonoa. Tama on ristiriita, silla operaattori T oletettiin kompaktiksi.
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Lause 2.2 (Spektraalilause). Olkoon T 2 L(H) kompakti itseadjungoitu operaattori.
Talloin T voidaan esittaa muodossa T =
Pk
n=1 nPn, missa 0 6= n 2 R ja Pn 2
P(H) kaikilla n. Lisaksi m 6= n ja PmPn = 0 kun m 6= n
Todistus. Edellisen lauseen kohtien (i) ja (ii) perustella operaattorin T ominaisarvot
n ovat reaalisia ja niita on aarellinen lukumaara jokaisen valin ( 1=m; 1=m); m 2 N
ulkopuolella. Talloin joukko S = fngkn=1 on korkeintaan numeroituvasti aareton ja
ominaisarvot voidaan jarjestaa siten, etta jono (n)n suppenee kohti nollaa. Olkoon
Pn projektio ominaisarvoa n vastaavaan ominaisavaruuteen. Edellisen lauseen pe-
rusteella kaikkien tallaisten projektioiden aste on aarellinen, joten kaikille m;n 2 N


























Koska limi!1 i = 0, muodostaa (
Pn
i=1 iPi)n Cauhcyn jonon (operaattorinormin
suhteen) ja suppenee kohti jotain operaattoria B 2 L(H).
Todistetaan lopuksi B = T . Merkitaan operaattorin T ominaisarvoon n liit-
tyvaa ominaisavaruutta Nn. BPn = nPn, joten B = n = T kun  2 Nn ja
n 6= 0. Toisaalta jos n = 0, niin T = 0 eli  ? Nm kaikilla m, joilla m 6= 0.
Tama puolestaan on ekvivalentti ehdon B = 0 kanssa, joten B = T .
Seuraavan tarkean lauseen fysikaalinen tulkinta on, etta kvanttimekaniikassa
kahden tilan sekoitus on myos tila. Nain ollen tunnetuista tiloista voidaan muo-
dostaa uusia tiloja sekoittamalla ja tiettyja tiloja voidaan myos hajottaa toisten
tilojen summaksi.
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Lause 2.3. Systeemin tilat muodostavat konveksin joukon.
Todistus. Olkoon a 2 (0; 1) ja 1; 2 2 S(H). Olkoon tilojen 1 ja 2 konveksi-
kombinaatio  = a1 + (1   a)2. Nyt hji = ahj1i + (1   a)hj2i, missa
ahj1i  0 ja (1   a)hj2i  0 kaikilla  2 H, joten  on positiivinen. Lisaksi
tr[] = atr[1] + (1  a)tr[2] = 1, joten  2 S(H).
Kaikkia systeemin tiloja ei kuitenkaan voida esittaa muiden tilojen sekoituksena.
Tallaisia tiloja kutsutaan systeemin puhtaiksi tiloiksi.
Maaritelma 2.13. Olkoon 1; 2;  ja a kuten edellisessa todistuksessa. Tila  on
puhdas, jos ehdosta  = a1 + (1  a)2 seuraa  = 1 = 2.
Lause 2.4. Systeemin puhtaat tilat vastaavat systeemin Hilbertin avaruuden asteen
1 projektioita.
Todistus. Olkoon  puhdas tila. Kaikki joukon S(H) operaattorit voidaan kirjoittaa
hajotelmana
P1
i=1 aiPi, missa ai 2 [0; 1],
P1
i=1 ai = 1 ja operaattorit Pi ovat asteen
1 projektioita. Puhtaan tilan maaritelmasta seuraa, etta Pi = P1 kaikilla i, joten 
on asteen 1 projektio.
Olkoon  nyt asteen 1 projektio ja  = a1 + (1   a)2, missa 1; 2 2 S(H)
ja a 2 (0; 1).   a1 ja dim (H) = 1, joten a1 = b jollekin b > 0. Kuitenkin
tr[1] = tr[] = 1, joten a = b jolloin 1 = . Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa
2 = . Seuraa, etta  on puhdas tila.
Kvanttimekaaniset suureet ovat puolestaan sopivassa arvoavaruuden 
 -algeb-
rassa  maariteltyja kuvauksia M :  ! L(H). Kun tilassa  olevasta systee-
mista mitataan suuretta M , mittaustulosten todennakoisyydet saadaan kaavasta
pM (X) = tr[M(X)]. Jotta luvut p
M
 (X) olisivat todennakoisyyksia, taytyy ope-
raattorien M(X) toteuttaa ehtio 0 M(X)  I kaikilla X 2 .
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Maaritelma 2.14. Operaattori A 2 L(H) on efekti jos 0  A  I. Efektien joukkoa
merkitaan E(H).
Efektit kuvaavat systeemille tehtavia yksittaisia mittauksia. Tilojen tapaan ne-
kin muodostavat konveksin joukon. Tilanteen fysikaalinen merkitys on, etta sekoit-
tamalla keskenaan mittauksia saadaan aina jokin uusi mittaus. Efektin puhtaus
maaritellaan analogisesti tilan puhtauden kanssa: efekti on puhdas jos sita ei voida
esittaa kahden eri efektin koveksikombinaationa.
Lause 2.5. Olkoon A 2 E(H). A on puhdas efekti jos ja vain jos A 2 P(H).
Todistus. Efektin maaritelmasta seuraa P(H)  E(H). Olkoon A 2 P(H) ja A =
aA1 +(1 a)A2 joillekin A1; A2 2 E(H) ja 0  a  1. Olkoon lisaksi  2 H, A = 0.
Nyt 0 = hjAi = hj(aA1 + (1   a)A2)i  hjaA1i  0 joten A1 = 0. Olkoon
nyt  2 H, A =  . Talloin (I   A) = 0 ja samalla paattelyketjulla saadaan
(I   A1) = 0. Toisaalta H = Ker(A)  A(H) joten A1 = A jolloin myos A2 = A
eli A on puhdas efekti.
Oletetaan nyt, etta A ei ole projektio. Talloin on olemassa a 2 s(A); 0 < a < 1.
Olkoon f : [0; 1] ! R jatkuva funktio jolle f(a) 6= 0; 0  x  f(x)  1 kaikilla




(A1 + A2), joten A ei ole puhdas efekti.
Se, etta suure M saa arvoja efektien joukosta ei kuitenkaan yksin takaa kuvaus-
ten pM : ! [0; 1] olevan todennakoisyysmittoja. Taman toteutumiseksi vaaditaan
todennakoisyysmitan kaltainen rakenne myos suureelta M . Esitetaan nyt kvantti-
mekaanisen suureen yleisin mahdollinen maaritelma.
Maaritelma 2.15. Olkoon  kuten edella ja fXng1n=1  . Kuvaus M : ! L(H)
on suure eli positiivioperaattorimitta jos M(;) = 0;M(
) = I ja M([1n=1Xn) =P1
n=1 M(Xn), kun Xn \Xm = ; kaikilla n 6= m.
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Lisaksi jos operaattori (efekti) M(X) on projektio kaikilla X 2 , sanotaan suu-
retta M projektiomitaksi. Positiivioperaattorimitoista kaytetaan lyhennysta POVM
ja projektiomitoista lyhennysta PVM. Kaikkien tietylle -algebralle  ja Hilbertin
avaruudelle H maariteltyjen suureiden joukkoa merkitaan Obs(;H).
2.3 Operaatiot, instrumentit, dilaatiot
Erilaiset operaattorimitat eivat suinkaan ole ainoita valttamattomia matemaattisia
tyokaluja, joita mittausten tutkimiseen tarvitaan. Jos halutaan tietaa suureen mit-
taustulostodennakoisyyksien lisaksi, miten tilat muuttuvat mittauksessa, tarvitaan
instrumenteiksi kutsuttuja kuvauksia. Ennen instrumentteihin siirtymista tarvitaan
kuitenkin lisaa operaattoriteorian kasitteita, jotka taytyy maaritella. Tassa kappa-
leessa H;K ovat Hilbertin avaruuksia ja (
;) on mitallinen avaruus.
Maaritelma 2.16. Olkoon A -algebra, Mn(A) alkioita joukosta A ottava n  n-
matriisien muodostama -algebra ja In algebran Mn(C) identiteettikuvaus. Lineaa-
rikuvaus  : A ! L(H) on n-positiivinen, jos lineaarikuvaukselle n = In 
  :
Mn(A)!Mn(L(H)) patee n(TT )  0 kaikilla T 2Mn(A).
N-positiivisuus ei kuitenkaan aina riita takaamaan kuvauksen soveltumista sys-
teemin tilojen muuttumisen kuvailuun. Nain voi kayda esimerkiksi yhdistettyjen sys-
teemien teoriassa, silla kahden n-positiivisen kuvauksen tensoritulo ei valttamatta
ole enaa positiivinen. Tarvitaan vahvempi ehto.
Maaritelma 2.17. Olkoon A;Mn(A) kuten edellisessa maaritelmassa. Lineaariku-
vaus  : L(H) ! L(K) on tayspositiivinen, jos lineaarikuvaukselle n : Mn(A) !
Mn(L(H)) patee (TT )  0 kaikilla T 2Mn(A) ja kaikilla n 2 N.
Maaritelma 2.18. Olkoon (ai)i2I  L(H) nouseva tai laskeva jono itseadjun-
goituja operaattoreita. N-positiivinen kuvaus  : L(H) ! L(K) on normaali, jos
supi2I(ai) = (supi2I(ai)), mikali (ai)i2I on nouseva ja infi2I(ai) = (inf i2I(ai)),
mikali (ai)i2I on laskeva.
14
Nyt voidaan maaritella kvanttimekaaninen operaatio. Operaatioiden merkitys
instrumenteille on suunnilleen sama kuin efektien merkitys suureille.
Maaritelma 2.19. Heisenberg-operaatio on normaali tayspositiivinen kuvaus  :
L(K)! L(H) jolle (IK)  IH. Jokaista Heisenberg-operaatiota kohti maaritellaan
Schrodinger-operaatio kuvauksena  : T (H)! T (K) jolle tr[(T )A] = tr[T(A)]
kaikilla T 2 T (H); A 2 L(K).
Maaritelma 2.20. Heisenberg-kanava on operaatio, jolle (IK) = IH. Vastaaavalle
Schrodinger-kanavalle saadaan tr[(T )] = tr[T ] kaikilla T 2 T (H).
Nyt paastaan kasiksi instrumentteihin, jotka ovat suureiden ohella eraita koko
kvanttimekaniikan mittausteorian tarkeimmista kasitteista.
Maaritelma 2.21. Heisenberg-instrumentti on kuvaus I : L(K)   ! L(H) jol-
le I(; X) : L(K) ! L(H) on operaatio kaikilla X 2 , I(;
) on kanava ja
I(A;[jXj) =
P
j I(A;Xj) ultraheikosti kun (Xj)j   on jono pareittain alkio-
vieraita joukkoja. Schrodinger-instrumentti on kuvaus I : T (H) ! T (K) jolle
I(T;X) = [I(; X)](T ).
Operaatioihin ja instrumentteihin liitetaan Heisenberg- tai Schrodinger-etuliite
historiallisista syista. Heisenberg-operaatiot kuuluvat kvanttimekaniikan ns. "Heisen-
berg-kuvaan", jossa mittauksissa tilat pysyvat ennallaan, mutta suureet muuttu-
vat. "Schrodinger-kuvassa"puolestaan tilat muuttuvat, mutta suureet pysyvat en-
nallaan. Nama kuvat ovat duaalisia tapoja kuvailla kvanttimekaanisia mittauksia,
joten jatkossa Heisenberg-operaatiosta kaytetaan yksinkertaisesti nimitysta operaa-
tio ja Schrodinger-operaatiosta nimitysta esiduaalioperaatio.
Instrumenttien hyodyllisyys piilee niiden kyvyssa kuvata systeemin tilan muun-
tumisen lisaksi mittaustulostodennakoisyyksia suureiden tapaan. Jokaista suuretta
kohti voidaankin maaritella instrumentteja, joiden avulla voidaan tuottaa suureen
kanssa identtinen todennakoisyysjakauma.
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Maaritelma 2.22. Suureeseen M 2 Obs(;
) liittyva instrumentti tai M-instrumentti
on instrumentti I, jolle M(X) = I(IK; X) kaikilla X 2 .
Maaritelmasta seuraa valittomasti pM () = tr[M()] = tr[I(IK; )] = tr[I(; )].
Instrumentit ovat siis suureita laajempi tapa kuvailla mittauksia.
Instrumenttien hyodyllisyydesta huolimatta niita on toisinaan vaikeaa ja epa-
kaytannollista kasitella sellaisenaan. Taman ongelman ratkaisemiseksi voidaan in-
strumentti hajottaa helppokayttoisempaan muotoon tai esittaa se operoimassa al-
kuperaista suurempaan Hilbertin avaruuteen. Nama hyodylliset tekniikat tunnetaan
erilaisina hajotelmina ja dilaatioina. Yksittaisten dilaatioteorian tulosten todistami-
sen sijaan todistetaan ensin yleisempi bilineaarinen dilaatiolause, josta Stinespringin
ja Naimarkin dilaatiot saadaan erikoistapauksina. Naita voidaan puolestaan kayttaa
kanavan Krausin hajotelman olemassaolon todistamiseen.
Lause 2.6. Olkoon A = ff : 
 ! C : f on mitallinen ja supx2
jf(x)j < 1g ja B
identiteettialkiolla varustettu C-algebra. Oletetaan lisaksi, etta 	 : AB ! L(H)
positiivinen bilineaarikuvaus (eli kuvaus, jolle 	(aa; bb)  0 kaikilla a 2 A; b 2 B),
jolle 	(X ; ) : B ! L(H) on tayspositiivinen kaikilla X 2 2
. Talloin 	 on
rajoitettu. Lisaksi on olemassa Hilbertin avaruus K, unitaaliset -esitykset  :
A ! L(K);  : B ! L(K) ja operaattori V 2 L(H;K), joille (x)(y) = (y)(x)
ja 	(x; y) = V (x)(y)V kaikilla x 2 A; y 2 B.
Todistus. Olkoon C identiteettialkiolla varustettu C-algebra ja h : C ! R positii-
vinen lineaarikuvaus. Talloin kaikilla positiivisilla alkioilla a; b 2 C ehdosta a  b
seuraa h(a)  h(b), joten jjf jjsup = supa1C jjh(a)jj = h(1C). hj	(; )i on positii-
vinen bilineaarikuvaus AB ! C kaikilla  2 H ja A ja B ovat molemmat identi-
teettialkiolla varustettuja C-algebroja, joten jjhj	(; )ijj = hj	(1A; 1B)i <1.
Nain ollen 	 on rajoitettu.
Konstruoidaan seuraavaksi sopiva avaruus K. Olkoon K0 = A 
 B 
 H, u =
mi=1xi 
 yi 
 i ja u = nj=1x0j 
 y0j 
 j. Nyt hvjui0 = mi=1nj=1hjj	(x0j xi; y0j yi)ii
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muodostaa seskvilineaarimuodon (bilineaarikuvauksen, joka on antilineaarinen en-
simmaisen ja lineaarinen toisen argumentin suhteen) vektoriavaruudessa K0. Osoite-
taan seuraavaksi, etta hujui0  0 kaikilla u 2 K0. Olkoon figni=1  H; fyigni=1  B
ja ffigni=1  A, missa funktiot fi ovat joukon 
 osajoukkojen karakterististen funk-
tioiden lineaarikombinaatioita. Joukosta 
 voidaan valita erillisten osajoukkojen
kokoelma fXkgmk=1, jolle fi =
Pm



































koska oletuksen mukaan kuvaus 	(X ; ) on tayspositiivinen kaikilla X 2 2
. Alkiot
i; yi ja fi olivat mielivaltaisia, joten hujui0  0 kaikilla u 2 K0. Olkoon nytN = fu 2
K0j hujui0 = 0g. Talloin tekijaavaruus K0 = K0=N yhdessa binileaarikuvauksen hu+
N jv + Ni muodostaa sisatuloavaruuden. Taman avaruuden sulkeuma on lauseessa
tarvittava Hilbertin avaruus K, kuten kohta nahdaan.
Rakennetaan nyt sopivat esitykset  ja . Maaritellaan jokaista b 2 B kohti ope-
raattori Sb : K0 ! K0; Sb x 
 y 
  = x 
 by 
  seka kuvaus ! : B ! C; !(b) =
hujSbui0. !(bb) = hujSbbui0 = hSbujSbui0  0, joten ! on positiivinen lineaari-
muoto. Talloin j!(a)   !(b)j ! 0 kun jja   bjj ! 0 eli ! on myos jatkuva. Nyt
!(bb) = hSbujSbui0  jjbbjj  jj!jj = jjbjj2!(1B) = jjbjj2hujui0 eli Sb on rajoitettu.
Talloin avaruudessa K0 maaritelty lineaarikuvaus Sb : K0 ! K0; Sb(u+N) = Sbu+N
on rajoitettu. Maaritellaan (b) 2 L(K) kuvauksen Sb jatkuvana ja lineaarisena laa-
jennuksena. Talla tavoin maariteltyna  on algebran B yksikollinen -esitys. Samal-
la tavoin voidaan konstruoida myos tarvittava algebran A esitys. Lopuksi kuvaus
V 2 L(H;K) voidaan valita olemaan esimerkiksi V  = 1A 
 1B 
  +N .
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Maaritelma 2.23. Olkoon A mitalliseten, sup-normin suhteen rajoitettujen kuvaus-
ten F : 
 ! C joukko,  : A ! L(H) -esitys, V 2 L(H;K) ja F : A ! L(H)
tayspositiivinen kuvaus. (K; ; V ) on kuvauksen F Naimarkin dilaatio jos F (x) =
V (x)V kaikilla x 2 A. Dilaatio on minimaalinen, jos vektorien (x)V ,  2 H
lineaarikombinaatioiden joukko on tihea avaruudessa K.
Seuraus 2.6.1. Naimarkin dilaatio on olemassa kaikille edellisen lauseen algebroille
A ja positiivisille lineaarikuvauksille F : A ! L(H) (riittaa valita B = C ja
	(x; y) = yF (x)).
Maaritelma 2.24. Olkoon B yksikkoalkiolla varustettu C-algebra,  : B ! L(H)
taysin positiivinen kuvaus,  : B ! L(K) -esitys ja V 2 L(H;K). (K; ; V ) on
kuvauksen  Strinespringin dilaatio jos (x) = V (x)V kaikilla x 2 B. Dilaatio
on minimaalinen, jos vektorien (x)V ,  2 H lineaarikombinaatioiden joukko on
tihea avaruudessa K.
Seuraus 2.6.2. Stinespringin dilaatio on olemassa kaikille edellisen lauseen alge-
broille B ja tayspositiivisille lineaarikuvauksille  : B ! L(H (riittaa valita j
j = 1,
jolloin A ' C ja 	(x; y) = x(y)).
Maaritelma 2.25. Operaattorit fAigi2I  L(K;H) muodostavat kanavan
 : L(H) ! L(K) Krausin hajotelman, jos (S) = i2IAiSAi kaikilla S 2 L(H)
ja i2IAiAi suppenee heikosti.
Kuten seuraava lause osoittaa, kaikilla kanavilla on olemassa Krausin hajotelma.
Itse asiassa pelkka Krausin hajotelman olemassaolo riittaa todistamaan lineaariku-
vauksen kanavaksi.
Lause 2.7. Lineaarikuvaus  : L(H) ! L(K) on kanava jos ja vain jos silla on
olemassa Krausin hajotelma.
Todistus. Olkoon (K0; ; V ) kanavan  Stinespringin dilaatio, missa K0 = 
i2IHi,
Hi = H kaikilla i 2 I ja (S)(i)i2I = (Si)i2I kaikilla (i)i2I 2 K. Olkoon lisaksi
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Ai = PiV : K ! Hi. Mille tahansa  2 K ja aarelliselle joukolle J 2 I saa-
daan i2JhjAiAii = i2JhjV PiV i = i2JhV jPiV i  jjV jj2  jjV jj2  jjjj2,
joten i2IAiAi suppenee heikosti. Lisaksi kaikille S 2 L(H); ;  2 K on voimas-
sa hj(S)i = i2IhjV (S)V i = i2IhPiV jSPiV i = i2IhAijAiV i, joten
kanavalla  on olemassa Krausin hajotelma.
Muodostakoon nyt operaattorit fAigi2I lineaarikuvauksen  Krausin hajotel-
man. Sarja i2IAiAi suppenee heikosti jos ja vain jos lineaarikuvaus  on normaa-
li [1, prop. 7.4]. Mille tahansa joukoille fSkgnk=1  L(H); fkgnk=1  K saadaan
nk;l=1hkj(SkSl)li = nk;l=1hkji2IAiSkSlAili = i2Ink;l=1hSkAikjSlAili =
i2I jjnk=1SkAikjj2  0, joten  on myos taysin positiivinen ja nain ollen kana-
va.
2.4 Diskreetin tapauksen erityispiirteita
Tutkielmassa kasitellaan tilannetta, jossa mittaustulosten arvoavaruus 
 ja kvant-
tisysteemin symmetriaryhma G ovat aarellisia tai numeroituvasti aarettomia. Talla
on useita etuja, silla diskreettia joukkoa tutkittaessa voidaan ongelmitta kayttaa dis-
kreettia topologiaa. Talloin joukon Borelin -algebra on tasmalleen sama kaikkien
osajoukkojen kokoelma kuin topologiakin. Topologian ja -algebran sijaan puhu-
taankin jatkossa pelkastaan tapahtuma-avaruuden tai symmetriaryhman potenssi-
joukosta 2
 tai 2G.
Diskreetissa topologiassa kaikki kuvaukset ovat jatkuvia ja kompaktit ja aarelliset
joukot ovat sama asia. Nain ollen esimerkiksi kompaktisti tuettujen jatkuvien ku-
vausten sijaan voidaan kasitella pelkastaan aarellisesti tuettuja kuvauksia. Diskree-
tissa joukossa A maaritellyista aarellisesti tuetuista kuvauksista f : A ! C eli
kuvauksista, joille joukko supp f = fa 2 A : f(a) 6= 0g on aarellinen kaytetaan
jatkossa merkintaa Fc(A). Myoskaan mitta- ja integrointiteoriaa ei juuri tarvitse
huomioida, silla kaytetyt mitat ovat aina painotettuja lukumaaramittoja, jolloin in-
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tegraalit redusoituvat summiksi.
Yksinkertaisuudesta huolimatta tilanne on realistinen, silla todellisuudessa mit-
talaitteet voivat rekisteroida vain aarellisen maaran erilaisia mittaustuloksia. Jos
mahdollisia mittaustuloksia on hyvin paljon, pystytaan tilannetta approksimoimaan
numeroituvasti aarettomalla arvoavaruudella.
3 Optimaaliset suureet
Kvanttimekaniikassa suureille voidaan asettaa useita erilaisia optimaalisuuskritee-
reja, jotka liittyvat tutkittavasta kvanttisysteemista mittauksessa saatavaan infor-
maatioon. Suure voi esimerkiksi maarata kokonaan systeemin menneisyyden tai tu-
levaisuuden tai voi olla ettei suuretta voida valmistaa muita suureita sekoittamalla.
Ellei toisin mainita, luvun maaritelmat ja tulokset perustuvat E. Haapasalon ja J.
P. Pellonpaan optimaalisia suureita kasittelevaan paperiin [2]. Jatkossa suureiden
yhteydessa kaytetaan merkintaa M(fxig) = Mi kun 
 = [i2Ifxig. Lisaksi taman
luvun ajaksi otetaan kayttoon merkinnat N = j
j ja dimMi(H) = mi.
3.1 Erilaisia optimaalisuuskriteereja
Eras yksinkertaisimmista suureelle asetettavista optimaalisuuskriteereista on, etta
systeemin tila mittauksen jalkeen tiedetaan varmuudella. Tallaiset suureet maaraavat
systeemin tulevaisuuden. Tulevaisuuden maaraavien suureiden avulla voidaan val-
mistaa halutussa tilassa olevia kvanttisysteemeja esimerkiksi uusia mittauksia var-
ten. Tallaisia suureita kutsutaankin myos preparointisuureiksi.
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Maaritelma 3.1. Olkoon N 2 Z+ ja i 2 S(K) kaikilla 0  i  N . Suure M on
preparointisuure, jos jokaiselle M-instrumentille I on voimassa Ii() = tr[Mi]i =
pii kaikilla  2 S(H).
Suure voi toimia myos painvastaisella tavalla, jolloin mittauksessa saadaan kaik-
ki mahdollinen informaatio systeemin tilasta ennen mittausta. Tallaiset suureet
maaraavat systeemin menneisyyden ja niita sanotaan informatiivisesti taydellisiksi,
tai lyhyemmin infotaydellisiksi. Infotaydelliset suureet ovat korvaamattomia kvant-
titomograassa, jossa tarkoituksena on tunnistaa annetun systeemin tila.
Maaritelma 3.2. Suure M on infotaydellinen, jos tr[M()] = tr[0M()])  = 0
kaikilla  2 S(H).
Nama eivat tietenkaan ole ainoat mahdolliset optimaalisuuskriteerit. On myos
luonnollista vaatia, etta jokaista mittaustulosta kohti on olemassa tila, jossa mitat-
tava suure saa kyseisen arvon varmasti. Talloin paadytaan ns. arvonsa maaraaviin
suureisiin.
Maaritelma 3.3. M on arvonsa maaraava suure, jos Mi on normin 1 operaattori
eli jjMijj = 1 kaikilla i. Tama tarkoittaa, etta jokaista mittaustulosta Xi kohti on
olemassa tila i 2 S(H), jossa suureella M on arvo xi 100% todennakoisyydella.
Kvanttimekaniikassa tilojen lisaksi myos suureet muodostavat konveksin joukon,
jolloin on olemassa puhtaiden tilojen tapaan ekstremaalisia suureita. Nama suureet
vastaavat mittauksia, joissa ei esiinny klassista kohinaa.
Maaritelma 3.4. M on ekstremaalinen suure, jos se ei ole minkaan kahden eri






M 00 )M = M 0 = M 00.
Viela voidaan maaritella ainakin kaksi mittauksesta saatavaan informaatioon liit-
tyvaa optimaalisuuskriteeria. Naista ensimmainen on esiprosessointipuhtaus. Tata
varten taytyy ensin selventaa, mita suureen esiprosessoinnilla tarkoitetaan.
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Maaritelma 3.5. Suure M : 2
 ! L(H) on suureen M 0 : 2
 ! L(K) esiproses-
sointi, jos kaikilla i on voimassa Mi = (M
0
i) jollekin kanavalle  : L(K)! L(H).




i ], eli suureen M
mittaamisen tilassa  sijaan voidaan mitata M 0 tilassa ().
Maaritelma 3.6. Olkoon M ja M 0 kuten edellisessa maaritelmassa. M on esi-
prosessointipuhdas/ -maksimaalinen, jos Mi = (M
0
i) ) M 0i = (Mi) joillekin
kanaville  : L(K)! L(H) ja  : L(H)! L(K).
Viimeisena kasiteltavana optimaalisuuskriteerina on jalkiprosessointipuhtaus. Jalki-
prosessoinnilla tarkoitetaan mittaustulosten todennakoisyysjakauman kasittelya mit-
tausten suorittamisen jalkeen.
Maaritelma 3.7. Suure M : 2
 ! L(H) on suureen M 0 : 2
0 ! L(H) jalkiprosessointi,










riisi eli matriisi, jolle pji  0 kaikilla j; i ja
PN
i=1 pji = i kaikilla i.







j )M 0i =
PN
j=1 pjiMj.
Jatkossa tullaan huomaamaan, etta diskreetissa tapauksessa iso osa edella maaritel-
lyista optimaalisuuskriteereista toteutuu niin sanotuille asteen 1 suureille. Selven-
netaan viela, mita talla termilla tarkoitetaan.
Maaritelma 3.9. Suure M on asteen 1 suure jos dimMi(H)  1 kaikilla i.
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3.2 Optimaalisten suureiden luokittelu
Varsinkaan diskreetissa tapauksessa edella esitellyt optimaalisuuskriteerit eivat ole
toisensa poissulkevia, vaan vaihtoehtoisia tapoja luokitella hyvia ominaisuuksia omaa-
via suureita. Taman kappaleen tarkoituksena on selventaa optimaalisuuskriteerien
suhtautumista toisiinsa. Osoittautuu, etta diskreetissa tapauksessa preparointi- ja
jalkiprosessointipuhtaat suureet muodostavat saman suurejoukon. Vastaavuutta ava-
taan lisaa kahden seuraavan lauseen todistuksissa.
Lause 3.1. M on preparointisuure, jos ja vain jos se on asteen 1 suure.
Todistus. ([5, Prop. 8]) Oletetaan ensin, etta M on asteen 1 suure. Olkoon M-









jiKji. M oletettiin asteen 1 suureeksi, joten jokaista in-
deksia j kohti taytyy olla KjiKji = kjMi jollekin 0 < kj  1 siten, etta
P
j kj = 1.





















































missa i on operaattorin Mi ominaisarvo ja Pi projektio vastaavaan ominaisavaruu-
teen. M oletettiin asteen 1 suureeksi, joten laskun jokaisella Mi > 0 on tasmalleen
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yksi nollasta poikkeava ominaisarvo i. Lisaksi summan jokainen termi on positiivi-
nen operaattori ja tr[SjPiS

j ] = tr[Pi] = 1, joten M on preparointisuure.
Olkoon nyt M preparointisuure. Oletetaan, etta suureen M aste on suurem-
pi kuin 1. Talloin on olemassa operaattori Mi, jonka ominaisavaruuden dimensio
on suurempi kuin 1. Olkoon Mi =
P
s(Mi)
iPi taman operaattorin spektraalihajo-
telma. Spektri s(Mi) voidaan hajottaa kahteen epatyhjaan osaan s1(Mi); s2(Mi),
joita vastaavat operaattorit Mij =
P
sj(Mi)
iPi > 0. Selvasti Mi1 + Mi2 = Mi,
s(Mi1) = s1(Mi) ja s(Mi2) = s2(Mi). Maaritellaan viela operaatiot ij = tr[Mij]j,
missa j = 1; 2 ja 1; 2 ovat lineaarisesti riippumattomia tiloja. Nyt tr[(i1(I) +
i2(I))] = tr[tr[Mi1]1 + tr[Mi2]2] = tr[Mi] kaikilla  2 S(H) joten i(I) =
i1(I) + i2(I) = Mi. Toisaalta oletuksen perusteella on olemassa tila i 2 S(H),
jolle tr[(Mi1 +Mi2)]i = i() = i1() + i2() = tr[Mi1]1 + tr[Mi2]2, joten
i = 1 = 2. Tama on ristiriita, joten suureen M asteen taytyy olla 1.
Lause 3.2. M on jalkiprosessointipuhdas, jos ja vain jos M on asteen 1 suure.
Todistus. Oletetaan, etta M on asteen 1 suure ja suureen M 0 jalkiprosessointi. Koska
M on diskreetti, on olemassa yksikkovektorien joukko figNi=0  H ja reaalilukujen















i jollain bi  0. Toisaalta
nyt M 0 on suureen M jalkiprosessointi, eli M on jalkiprosessointipuhdas.
Olkoon nyt M jalkiprosessointipuhdas. Jokainen operaattori Mi 2 L(H) voi-




k=1 ikjikihikj, missa fikgmik=1
muodostaa avaruuden Mi(H) ortonormaalin kannan ja ik ovat operaattorin Mi
ominaisarvot. Nyt voidaan muodostaa uusi suure M1 kaavalla M1ik = jdikihdikj.
Maaritelmasta seuraa, etta suure M on suureen M1 jalkiprosessointi. Toisaalta M
oletettiin jalkiprosessointipuhtaaksi, joten M1 on suureen M jalkiprosessointi, jolloin
M1ik =
PN
j=1 pjlMj, missa (pjl) muodostaa N  (
PN
i=1 mi)-todennakoisyysmatriisin
ja l = k +
Pi
a=1 ma. Koska pjl  0 kaikilla j; l, saadaan M1ik = Mi eli dimMi(H) =
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mi = 1 kaikilla i. Nain ollen M on asteen 1 suure.
Jalkiprosessointipuhtaat, preparointi- ja asteen 1 suureet muodostavat saman
suurejoukon, joten tasta eteenpain voidaan naita suureita kasiteltaessa kayttaa pelkas-
taan termia asteen 1 suure.
Lause 3.3. M on infotaydellinen suure jos ja vain jos operaattorien Mi (komplek-
sisten) lineaarikombinaatioiden ultraheikko sulkeuma on L(H).
Todistus. ([1, Prop. 18.1]) Olkoon M infotaydellinen suure. Jokainen itseadjungoi-
tu jalkiluokkaoperaattori T 2 Ts(H) voidaan esittaa tilojen j 2 S(H) lineaa-
rikombinaationa T =
Pn
j=1 cjj, missa 0 6= cj 2 C kaikilla j. Suureen M in-
fotaydellisyydesta seuraa, etta jos tr[TMi] =
Pn
j=1 cjtr[jMi] = 0 kaikilla i, niin
T =
Pn
j=1 cjj = 0. Jokainen operaattori T 2 T (H) voidaan kirjoittaa itseadjungoi-
tujen jalkiluokkaoperaattorien summana T =
Pm
j=1 bjTj, missa bj 2 C kaikilla j, jo-
ten jos tr[TMi] = 0 kaikilla i, niin T = 0. Toisaalta T = 0 jos ja vain jos tr[TA] = 0
kaikilla A 2 L(H). Nain ollen jokainen operaattori A 2 L(H) voidaan kirjoittaa
operaattorien Mi kompleksisena lineaarikombinaationa eli L(H) on operaattorien
Mi lineaarikombinaatioiden ultraheikko sulkeuma.
Olkoon nyt L(H) operaattorien Mi lineaarikombinaatioiden ultraheikko sulkeu-
ma, T 2 T (H) ja tr[TMi] = 0 kaikilla i. Talloin tr[TA] = 0 kaikilla A 2 L(H), joten
T = 0. Nyt kaikille tiloille 1; 2 2 S(H) patee 1 = 2 kun tr[1Mi] = tr[2Mi]
kaikilla i, eli M on infotaydellinen suure.
Lause 3.4. Olkoon Mi =
Pmi
k=1 jdikihdikj maaritelty kuten lauseen 3.2 todistuksessa.
Suure M on ekstremaalinen jos ja vain jos operaattorit jdikihdilj (1  i < N + 1,
1  k; l < mi + 1) ovat lineaarisesti riippumattomia.
Todistus. ([6, lause 2]) M ei ole ekstremaalinen suure jos ja vain jos on olemassa it-
seadjungoitu operaattorimitta D ja reaaliluku  > 0 siten, etta M D ovat molem-
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mat suureita. Ekvivalentisti yhtalolla M(
) = I = M(
)  D(
) ,PNi=1 Di = 0
on ei-triviaaleja ratkaisuja. Koska M  D ovat molemmat suureita, taytyy olla
M  D  0 , jDj  M . Tasta seuraa supp(Di)  supp(Mi), joten jokainen





i;k=1 Dikljdikihdilj = 0 on ei-triviaaleja ratkaisuja, eli operaattorit
jdikihdilj ovat lineaarisesti riippuvia.
Lause 3.5. Jos M on ekstremaalinen infotaydellinen suure, se on asteen 1 suure.
Todistus. Ekstremaalisen ja infotaydellisen suureen maaritelmien seurauksena
jfMigj
ji=1j = d2, operaattorit Mi ovat lineaarisesti riippumattomia ja mika tahan-
sa A 2 L(H) voidaan esittaa naiden operaattorien lineaarikombinaationa. Toisin
sanoen fMigj
ji=1 on vektoriavaruuden L(H) kanta. Oletetaan, etta on olemassa ope-
raattori Mi, jolle dim (MiH)  2. Valitaan avaruuden Mi(H) ortonormaaliksi kan-
naksi figdim (MiH)i=1 , jolloin operaattorit jiihij ovat ortogonaalisia ja fMjgj
jj=1; j 6=i [
fjiihijgdim (MiH)i=1 on myos avaruuden L(H) kanta. Toisaalta oletuksen mukaan
dim (MiH)  2, joten nama kaksi avaruuden L(H) kantaa sisaltavat eri maaran al-
kioita, mika on ristiriita. Siis dim (MiH) = 1 kaikilla i.
Lause 3.6. M on esiprosessointipuhdas, jos ja vain jos se on arvonsa maaraava
suure.
Todistus. Olkoon M esiprosessointipuhdas ja  todennakoisyysmitta avaruudella
(
; 2
), jolleM  . Maaritellaan projektiomitta P : 2
 ! L(L2()), (P(X) )(x) =
X (x). L
2() on separoituva Hilbertin avaruus, joten P = (M) jollekin kana-
valle  : L(H) ! L(l2()) [7, lause 3b] . Talloin kaikille  2 S(L2()), X 2 2

on tr[P(X)] = tr[(M(X))] = tr[()M(X)]. Olkoon X = (X) 2jXihX j
kun M(X) 6= 0. Selvasti X 2 S(L2()). Olkoon viela tilan () spektraalihajotel-
ma () =
Pr
n=1 njnihnj, missa siis n > 0 kaikilla n < r + 1,
Pr
n=1 n = 1 ja
hnjmi = nm. Nyt 1 = tr[P(X)] =
Pr
n=1 nhnjM(X)ni, jolloin hnjM(X)ni =
1 ja Mn = n kaikille n < r + 1.
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Oletetaan nyt, etta jokaista M(X) 6= 0 kohti on olemassa vahintaan yksi yk-
sikkovektori  2 H, jolle M(X) = . Merkitaan projektiota joukkoa X vas-
taavaan ominaisavaruuteen symbolilla PX . Valitaan nyt jokaiselle i < N + 1 yk-
sikkovektori i 2 Pxi(H). Maaritellaan operaattori R =
PN
i=1 jiihij ja kanava 	 :
L(H) ! L(RH), 	(A) = RAR. Nyt 	(Mi) = RMiR =
PN
j=1 jjihjjMijihjj =
jiihijiihij = jiihij. Tasta voidaan identioida uusi projektiomitta P = 	(M) :
2
 ! L(R(H)), P (fxig) = jiihij. Selvasti M  P , jolloin on olemassa ka-
nava 	0, jolle M = 	0(P ) [7, lause 3b]. Oletetaan nyt, etta M on jonkin suu-
reen M 0 esiprosessointi, eli M = (M 0) kanavalle . Talloin P = 	  (M 0) ja
M 0  P , joten M 0 = 0(P ) jollekin kanavalle 0 [7, lause 3b]. Toisaalta tasta seuraa
M 0 = 0(P ) = 0 	(M), eli M on esiprosessointipuhdas.
Lause 3.7. Suure M : 2
 ! L(H) on esiprosessointipuhdas, jos ja vain jos on
olemassa suljettu aliavaruus M  H, PVM P : 2
 ! L(M) ja POVM F : 2
 !
L(M?) joille M(X) = 0, P (X) = 0 ja M(X) = P (X) F (X) kaikilla X 2 2
.
Todistus. Olkoon L2() kuten edellisen lauseen todistuksessa. Oletetaan, etta M
on esiprosessointipuhdas. Talloin se voidaan esiprosessoida kanavan  : L(H) !
L(L2()) avulla suureeksi P, P  M . Todistuksessa tarvitaan seuraavaa aputu-
losta.
Lemma 3.8. Olkoon  : L(H) ! L(K) kanava ja R kanavan tukiprojektio. Jos
A 2 E(H) ja (A) 2 P(K), niin RAR 2 P(H); RA = AR ja A = RAR+R?AR?.
Todistus. Olkoon A 2 E(H); (A) 2 P(K). Nyt (A) = (RAR) joten (RAR) =
(RAR)2  (RARAR) eli (RAR   RARAR)  0. Toisaalta RAR  RARAR,
joten (RAR   RARAR) = 0. Oletuksen mukaan ARA  A  IH eli RARAR 
RAR, jotenRAR = RARAR. Tasta puolestaan seuraa (RAR)2 = RARAR = RAR,
jolloin RAR 2 P(H). Voidaan lisaksi paatella ((I  R)AR)((I  R)AR) = RA(I  
R)AR = 0 jolloin AR = RAR = (RAR) = (AR) = RA. Lopuksi kommutatiivi-
suudesta seuraa A = (R +R?)A(R +R?) = RAR +R?AR?.
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Aputuloksen perusteella on olemassa R 2 P(H), jolle (R) = IL2() ja M(X) =
RM(X)R + R?M(X)R? kaikilla X 2 2
. M(X) = 0, niin selvasti RM(X)R = 0.
Toisaalta jos RM(X)R = 0, niin P(X) = (RM(X)R) = 0 joten (X) = 0 ja
M(X) = 0. M on haluttua muotoa, silla voidaan valitaM = R(H); P () = RM()R
ja F () = R?M()R?.
Olkoon nyt M lauseessa vaitettya muotoa. P on suureen M esiprosessointi, kana-
vaksi kelpaa esimerkiksi projektio aliavaruuteenM. Olkoon suure M 0 : 2
 ! L(H0)
suureen M esiprosessointi, jolle M 0  M  P . Talloin M 0 on suureen P esipro-
sessointi [7, lause 3b]. Koska kahden kanavan yhdiste on aina kanava, M 0 on myos
suureen M esiprosessointi.
Taman kappaleen tulosten perusteella voidaan erottaa kaksi alkiovierasta, useita
optimaalisuuskriteereja tayttavaa suurejoukkoa. Ensimmaisen joukon muodostavat
esiprosessointipuhtaat asteen 1 suureet, jotka ovat itse asiassa asteen 1 projektio-
mittoja (koska talloin lauseen 3.7. merkintoja kayttaen M = H ja M? = f0g).
Toinen mielenkiintoinen suurejoukko koostuu ekstremaalisista infotaydellisista suu-
reista, jotka ovat aina myos asteen 1 suureita. Nama kaksi joukkoa ovat alkiovieraita,
silla suure ei voi olla seka esiprosessointipuhdas etta infotaydellinen.
Suureiden optimaalisuuteen palataan luvussa 6, jossa tarkastellaan kovarians-
sin aiheuttamia lisarajoitteita optimaalisten suureiden muodolle ja olemassaololle.
Ensin taytyy kuitenkin kayda lapi kovarianssin matemaattinen muotoilu mittaus-
teoriassa seka ryhmien esitysteoriaa, jolle tama muotoilu perustuu.
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4 Diskreettien ryhmien esitysteoriaa
Ryhmien esitysteoria on matematiikan haara, joka tutkii ryhmien toimintaa ja raken-
netta lineaarialgebran keinoin. Se on keskeinen osa kvanttimekaniikkaa ja etenkin
kovarianttien suureiden tutkimusta. Erityisen tarkeita ovat fysikaalisen systeemin
symmetriaryhman unitaariesitykset, indusoidut esitykset ja imprimitiivisysteemit.
Tassa luvussa kaydaan lapi diskreettien ryhmien esitysteorian perustuloksia, joita
tarvitaan suureiden kovarianssin yhteydessa. Lahdetaan liikkeelle ryhmateorian ja
ryhmien esitysteorian maaritelmista, jotka loytyvat esimerkiksi edella mainitusta
Grilletin kirjasta [4, luvut 1.2 ja 2.3]. Taman luvun ajan G on diskreetti ryhma ja

 on tuttuun tapaan diskreetti joukko.
4.1 Ryhmateorian maaritelmia
Maaritelma 4.1. Ryhman G keskus on joukko
Z(G) = fg 2 G : gh = hg kaikilla h 2 Gg.
Maaritelma 4.2. Alkion g 2 G sentralisaattori on joukko Zg = fh 2 G : gh = hgg.
Maaritelma 4.3. G on kommutatiivinen eli Abelin ryhma, jos Z(G) = G.
Maaritelma 4.4. Alkion g 2 G konjugaattiluokka on joukko Cg = fhgh 1 : h 2 Gg.
Maaritelma 4.5. Ryhman G aliryhman H vasemmat (oikeat) sivuluokat ovat jouk-
koja gH = fgh : h 2 Hg (Hg = fhg : h 2 Hg).
Maaritelma 4.6. Ryhman G aliryhma H on normaali, jos gH = Hg kaikilla g 2 G.
Normaalia aliryhmaa merkitaan H EG.
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4.2 Ryhman operointi joukossa
Maaritelma 4.7. Ryhman G operointi joukossa 
 on kuvaus f : G
! 
, jolle
ex = x identiteettialkiolla e 2 G ja (gh)x = g(hx) kaikilla g; h 2 G. Jos ryhmalle
G voidaan maaritella toiminta joukossa 




Maaritelma 4.8. Alkion x 2 
 rata on joukko OG(x) = fgx : g 2 Gg.
Maaritelma 4.9. Alkion x 2 
 stabilisaattori on joukko Gx = fg 2 G : gx = xg.
Lause 4.1. Oletetaan, etta ryhma G operoi joukossa 
. Olkoon x0 2 
 ja gx 2 G
alkio, jolle x = gxx0. Talloin Gx = gxGx0g
 1
x kaikilla x 2 OG(x0).
Todistus. gx = x jos ja vain jos ggxx0 = gxx0 eli g
 1
x ggxx0 = x0, joten g 2 Gx jos ja
vain jos g 1x ggx 2 Gx0 . Siis Gx = gxGx0g 1x kaikilla x 2 OG(x0).
Lause 4.2. Oletetaan, etta ryhma G toimii joukossa 
 ja valitaan jokaiselta radalta
alkio xo 2 
. Radat Og(xo) voidaan samaistaa sivuluokkien gGxo kanssa.
Todistus. Olkoon g 2 G ja h 2 Gxo . Talloin (gh)xo = g(hxo) = gx, joten kuvaus
gxo 7! gGxo on bijektio.
Maaritelma 4.10. G toimii joukossa 
 transitiivisesti, jos kaikille x; y 2 
 on
olemassa g 2 G, jolle gx = y.
4.3 Yleista esitysteoriaa
Ryhmien esitysteorian tarkoituksena on tutkia ryhmien toimintaa vektoriavaruuk-
sissa. Talla tavoin useita ryhmateorian ongelmia voidaan kasitella lineaarialgebran
keinoin. Menetelmasta on usein hyotya, silla lineaarialgebra on monilta osin parem-
min tunnettua kuin ryhmateoria. Tama ja seuraava kappale perustuvat Etingon et
al. esitysteoriaa kasittelevaan oppikirjaan [8, luvut 2.3, 4.2 - 4.7].
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Maaritelma 4.11. Ryhman G esitys on jarjestetty pari (V; ), missa V on vekto-
riavaruus,  : G ! End(V ) on homomorsmi ja End(V ) on vektoriavaruuden V
endomorsmien muodostama ryhma.
Jos esityksessa kaytetty homomorsmi  on selva konstekstista tai sen eksplisiit-
tisella rakenteella ei ole tilanteen kannalta merkitysta, merkitaan esitysta lyhyesti
pelkkana vektoriavaruuena V . Toisinaan saatetaan esityksesta kayttaa myos alain-
deksimerkintaa V. Seuraavissa maaritelmissa G on ryhma ja (V; ) sen esitys.
Maaritelma 4.12. Esityksen V aliesitys on (vektori)aliavaruus W  V , jolle
(g)(W ) = W kaikilla g 2 G.
Maaritelma 4.13. V on redusoitumaton esitys, jos silla ei ole aitoja ei-triviaaleja
aliesitysia eli jos sen ainoat aliesitykset ovat f0g ja V . Esitys on redusoituva, jos
se ei ole redusoitumaton ja taysin redusoituva, jos se hajoaa redusoitumattomien
esitysten suoraksi summaksi.
Maaritelma 4.14. V on hajoamaton esitys, jos V  V1V2 millekaan ei-triviaaleille
esityksille V1; V2  V . Esitys on hajoava, jos se ei ole hajoamaton.
On selvaa, etta redusoitumattomat esitykset ovat myos hajoamattomia. Huomat-
takoon kuitenkin, etta sama ei pade toisinpain. Esitys voi nimittain olla tietyissa
tilanteissa hajoamaton, mutta redusoituva [8, esim. 2.3.14.]. Tallaisiin tilanteisiin ei
kuitenkaan tormata taman tutkielman aihepiirissa. Jatkossa jokaisen esityksen vek-
toriavaruudeksi oletetaan separoituva kompleksinen Hilbertin avaruus, ellei toisin
mainita.
Maaritelma 4.15. Ryhman G esitysten (V1; 1) ja (V2; 2) valinen homomorsmi
on rajoitettu lineaarikuvaus  : V1 ! V2, jolle 1(g) = 2(g) kaikilla g 2 G.
Esitysten (V1; 1) ja (V2; 2) valisten homomorsmien joukkoa merkitaan C(1; 2)
tai C(1) kun 1 = 2.
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Maaritelma 4.16. Olkoon G ryhma. Luokkafunktio on funktio f : G ! C, jonka
arvo riippuu vain konjugaattiluokasta, eli f(aga 1) = f(g) kaikille g; a 2 G.
Ryhman G luokkafunktioiden f : G ! C joukkoa merkitaan tasta eteenpain
symbolilla C(G;C). Luokkafunktioiden hyodyllisen osajoukon muodostavat esityk-
sen karakterit.
Maaritelma 4.17. Esityksen (H; ) karakteri on kuvaus H : G ! C,
H(g) = tr[(g)].
Seuraava Schurin lauseena tunnettu perustulos kertoo, miten redusoitumattomat
esitykset vaikuttavat esitysten valisten homomorsmien rakenteeseen.
Lause 4.3. (Schur) Olkoon H1;H2 ryhman G esityksia ja  : H1 ! H2 ei-triviaali
homomorsmi. Jos H1 on redusoitumaton, niin  on injektiivinen ja jos H2 on
redusoitumaton, niin  on surjektiivinen.
Todistus. Olkoon H1 redusoitumaton. Ker   H1 on esityksen H1 aliesitys, mutta
Ker 6= H1 koska  on ei-triviaali, joten redusoitumattomuudesta seuraa Ker  = 0
eli  on injektiivinen.
Olkoon nyt H2 redusoitumaton. Selvasti Im  H2 on esityksen H2 aliesitys ja
Im  6= 0, joten Im  = H2 eli  on surjektiivinen.
Tassa tutkielmassa kaytettyjen esitysten skalaarikuntana on aina C, joka on al-
gebrallisesti suljettu. Tallaisille esityksille saadaan Schurin lemmasta hieman vah-
vempi versio.
Seuraus 4.3.1. Olkoon H ryhman G redusoitumaton aarellisulotteinen esitys ja
 : H ! H homomorsmi. Talloin  = I, missa  2 C.
Todistus. Olkoon  kuvauksen  ominaisarvo. Se on olemassa, koska H on aarellis-
ulotteinen ja C on algebrallisesti suljettu. Nyt Ker(   I) 6= f0g, joten Schurin
lauseen perusteella Ker(  I) = H.
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Aarellisten ryhmien esityksille ja luokkafunktioille on olemassa useita esitysten
analysoinnin kannalta hyodyllisia tuloksia. Seuraavassa esitellaan karakterien ja esi-
tysten ortogonaalisuusrelaatioita seka ryhman kertaluvun ja redusoitumattoman esi-
tyksen dimension valista suhdetta.





g2G f1(g)f2(g). Jos H;K ovat redusoitumattomia esityksia, niin
(H; K)G = 1 kun H = K ja (H; K)G = 0 kun H  K.
Todistus. ([9, lause 5.3]) Maaritellaan homomorsmi f  : H ! K kaavalla f  =P
x2G K(x
 1)fH(x), missa f : H ! K on homomorsmi.
Olkoon H  K, figi avaruuden H ja f igi avaruuden K ortonormaali kanta.
Schurin lauseen perusteella f  on triviaali kuvaus kaikilla homomorsmeilla f . Vali-






















Olkoon nyt H = K. Isomorsille esityksille on voimassa H = M 1KM , missa






 1)H(x). Schurin lauseen perusteella f  = I
kaikilla homomorsmeilla f . Kuvaukset fij ja f

ij voidaan siis maaritella kuten edella,
mutta kuvauksina H ! H. Voidaan vielapa valita f = fij, jolloin
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Lause 4.5. Olkoon G ryhma ja Zg  G alkion g 2 G sentralisaattori. Olkoon
lisaksi h 2 G ja fHigi2I ryhman G redusoitumattomien esitysten joukko. TalloinP
i2I Hi(g)Hi(h) = jZgj kun g ja h kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan ja 0
muulloin.
Todistus. ([9, lause 5.3 ja 8, huomio 4.5.5]) Olkoon fgjgnj=1 jokin ryhman G konju-











Hi(gj)Hk(gj)=jZgj j = 1;
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kun Hi = Hk ja
P
g2G Hi(g)Hk(g) = 0 kun Hi  Hk. Olkoon nyt U = (Hi(gj)
=
pjZgj j)ij matriisi, jonka riveja luetteloivat ryhman G keskenaan ei-isomorset re-
dusoitumattomat esitykset ja sarakkeita luetteloivat konjugaattiluokkien edustajat
gj. Edella olevan laskun perusteella matriisin U rivit ovat ortonormaalit. Koska tar-
kasteltava ryhma on aarellinen, ovat redusoitumattomat esitykset aarellisulotteisia,
joten U on itse asiassa unitaarinen matriisi. Talloin myos matriisin U sarakkeet ovat
ortonormaalit, mista vaite seuraa.
Seuraavan lauseen todistuksessa tarvitaan ykkosenjuuren ja algebrallisen koko-
naisluvun kasitteita. Menematta sen syvemmin algebrallisten lukujen teoriaan tode-
taan, etta algebrallinen kokonaisluku on jonkin kokonaislukukertoimisen paapolyno-
min (polynomi, jonka johtavan termin kerroin on 1) juuri. Kertalukua n oleva
ykkosenjuuri on mika tahansa luku x 2 C, jolle xn = 1. Kunnan C karakteristi-
ka on 0 ja se on algebrallisesti suljettu, joten kertaluvun n ykkosenjuuria on aina n
kappaletta.
Lause 4.6. Olkoon G aarellinen ryhma, Z(G) sen keskus ja (H; ) aarellisulotteinen
redusoitumaton esitys. Talloin dimH jakaa luvun jG : Z(G)j.
Todistus. ([9, lause 22.1]) Olkoot C1; : : : ; Ch ryhman G konjugaattiluokat ja xi 2
Ci; jCij = hi kaikilla 1  i  h. Maaritellaan ekvivalenssirelaatio  konjugaatti-
luokille seuraavasti: Ci  Cj jos ja vain jos Ci = zCj jollekin z 2 Z(G). Olkoon t
niiden ekvivalenssiluokkien lukumaara, joissa on jZj konjugaattiluokkaa ja olkoon 
injektiivinen. Nyt kaikille ekvivalenssiluokille [Ck], joissa on vahemman kuin jZ(G)j
alkiota, taytyy olla Cm = zCn jollain z 2 Z(G); z 6= 1. Talloin myos (z) = zI
jollain z 2 C, joten (xi) = (zxi) = z(xi). Toisaalta kuvauksen  injektiivi-
syydesta seuraa z 6= 1, joten (xi) = 0. Yhdistamalla tama ehto ortogonaalisuus-
relaatioihin (lauseet 4.4 ja 4.5) saadaan jGj = Px2G j(x)j2 = Phi=1 hij(xi)j2 =PtjZ(G)j
i=1 hij(xi)j2 =
Pt
i=1 jZ(G)jhijZ(G)j(xijZ(G)j)(xijZ(G)j). Lauseen [viite] perus-




i=1 jZ(G)ji(xijZ(G)j) = jGj=(jZjdim H) = jG : Zj=dim H on al-
gebrallinen kokonaisluku. Se on myos rationaaliluku, joten dimH j jG : Zj.
Oletetaan nyt, etta  ei ole injektiivinen. Jos Ker  = K, niin dim H j jG=K :
Z(G=K)j. (Z(G)K)=K  Z(G=K) joten dim H j jG=K : Z(G)K=K)j, jG=K :
Z(G)K=K)j j jG : Z(G)Kj ja jG : Z(G)Kj j jG : Z(G)j eli dimH j jG : Z(G)j.
4.4 Unitaariesitykset
Maaritelma 4.18. (H; ) on unitaariesitys, jos kuvaukset (g) ovat unitaarisia eli
h(g)vj(g)wi = hvjwi kaikilla v; w 2 H; g 2 G.
Lause 4.7. Aarellisulotteinen unitaariesitys on taysin redusoituva.
Todistus. Olkoon H ryhman G aarellisulotteinen unitaariesitys. Jos K  H on
aliesitys, niin esityksen unitaarisuuden perusteella myos K?  H on aliesitys ja
H = K K?. Aliesitys K oli mielivaltainen, joten vaite seuraa.
Unitaariesitykset ovat tarkeita kvanttimekaniikassa, silla Hilbertin avaruuden ra-
joitetut unitaarioperaattorit ovat tasmalleen avaruuden isometriset surjektiot. Tasta
seuraa, etta systeemin symmetriaryhman unitaariesityksissa systeemin tilat kuvau-
tuvat aina tiloiksi ja jokaisen tilan alkukuva on aina tila. Toisin sanoen, kvanttime-
kaniikan matemaattinen todennakoisyysrakenne ei rikkoudu.
4.5 Projektiiviset esitykset
Usein kvanttimekaanisen systeemin symmetriaryhman esityksia tutkittaessa ollaan
kiinnostuttu operaattorien yleisesta rakenteesta, eika operaattorien skalaarikertoi-
milla ole juurikaan valia. Jattamalla huomiotta operaattorien mahdolliset komplek-
silukukertoimet paadytaan projektiivisiin esityksiin.
Lauseen 4.6 heikompi, mutta silti varsin hyodyllinen versio dimHjjGj on voimas-
sa myos projektiivisille esityksille, mutta niille edella esitetty todistus ei yksin riita,
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silla kuvaus  : G ! End(H) ei valttamatta ole homomorsmi. Lausetta 4.6 tar-
vitaan aputuloksena, mutta todistus on kokonaisuudessaan pidempi ja tyolaampi.
Taman kappaleen paatarkoituksena onkin yleistaa redusoitumattomien esitysten di-
mension ja ryhman kertaluvun valinen suhde projektiivisille esityksille. Kappaleessa
seurataan Dornhon esitysteoriaa kasittelevan kirjan [9] lukua 25.
Maaritelma 4.19. (H; ) on projektiivinen esitys, jos kaikilla x; y 2 G on voimassa
(x)(y) = (x; y)(xy) jollekin (x; y) 2 C.
Lause 4.8. Olkoon H ryhman G projektiivinen esitys. Talloin
(x; yz)(y; z) = (x; y)(xy; z)
Todistus.
(x; yz)(y; z)I = (x)(yz)(xyz) 1(y; z)
= (x)(y)(z)(xyz) 1
= (x; y)(xy)(z)(xyz) 1
= (x; y)(xy; z)I
Maaritelma 4.20. Projektiiviset esitykset H1 ja H2 ovat ekvivalentit, jos on ole-
massa unitaarikuvaus f : H1 ! H2 ja funktio c : G! C, joille 1(x) = c(x)f 12(x)f
kaikilla x 2 G.
Lause 4.9. OlkoonH1 jaH2 ekvivalentteja projektiivisia esityksia. Talloin 1(x; y) =
c(x)c(y)c(xy) 12(x; y).
Todistus.






Maaritelma 4.21. Funktio  : GG! C n f0g on kertojafunktio, jos se toteuttaa
lauseen 4.8 kaavan. Kaksi ryhman G kertojafunktiota  ja  ovat ekvivalentit, jos
ne toteuttavat lauseen 4.9 kaavan jollain c : G! C.
Maaritelma 4.22. Ryhman G Schur-kertoja on ekvivalenssiluokkien [] muodos-
tama Abelin ryhma.
Edellisen maaritelman mukainen ryhma on hyvin maaritelty, kun tulo-operaatioksi
valitaan []  [] = [], missa ()(x; y) = (x; y)(x; y).
Lause 4.10. Olkoon (H; ) aarellisen ryhman G redusoitumaton projektiivinen esi-
tys. Talloin dimH jakaa ryhman kertaluvun jGj.
Todistus. Olkoon M ryhman G Schur-kertoja. M on aarellinen Abelin ryhma, joten
M = h[1]i : : : h[d]i ja jokaisella alkiolla [i] on aarellinen kertaluku ei. Todistuk-
sessa tarvitaan seuraavaa aputulosta.
Lemma 4.11. Olkoon M kuten edella ja ekvivalenssiluokan [] 2 M kertaluku e.
Talloin on olemassa 0 2 [] jolle kaikilla x; y 2 G luvut (x; y) ovat kertaluvun e
ykkosenjuuria.
Todistus. Olkoon ekvivalenssiluokan [] 2 M kertaluku e. Talloin on olemassa
funktio a : G ! C n f0g jolle (x; y)e = a(x)a(y)a(xy) 1. Olkoon lisaksi b :
G ! C n f0g funktio jolle a(x)b(x)e = 1. Nyt (x; y)b(x)b(y)b(xy) 1 2 [] ja
((x; y)b(x)b(y)b(xy) 1)e = a(x)b(x)ea(y)b(y)ea(xy) 1b(xy) e = 1 eli ekvivalens-
siluokasta [] voidaan valita 0, jonka arvot 0(x; y) 2 C n f0g ovat kertaluvun e
ykkosenjuuria kaikilla x; y 2 G.
Lemmasta seuraa, etta kaikilla i funktioiden i arvojen voidaan olettaa koos-




i , missa i on primitiivinen ykkosenjuuri ja 0  i(x; y) < ei. Lisaksi voidaan
olettaa, etta i(1; 1) = 1 kaikilla i.
Maaritellaan uusi funktio a : G  G ! C kaavalla a(x; y) = Qdi=1[i]i(x;y).
Maaritelmasta seuraa a 2M ja










= a(x; y)a(xy; z)
Lisaksi 1 = i(1; 1) = 
i(1;1)
i , joten i(1; 1) = 0 kaikilla i. Tasta puolestaan seuraa
a(1; 1) = 1 jolloin a(x; 1) = a(x; 1)a(x; 1), a(1; x)a(1; x) = a(1; x) ja a(x; 1)a(x 1; x) =
a(x; x 1)a(1; x). Toisaalta M on Abelin ryhma, joten a(x; 1) = a(1; x) = 1 ja
a(x 1; x) = a(x; x 1).
Joukko H = f(x;m) : x 2 G;m 2 Mg muodostaa ryhman tulo-operaation
(x;m)(y; n) = (xy; a(x; y)mn) suhteen. Taman ryhman neutraalialkio on (1; 1).
Lisaksi N = f(1;m) : m 2Mg on ryhman H keskuksen aliryhma (N  Z(H)), joten
M jaN ovat isomorset. Jos hx = (x; 1), niin hxhy = (xy; a(x; y)) = (xy; 1)(1; a(x; y)) =
hxy(1; a(x; y)) eli (x) = hxN on isomorsmi  : G! H=N ja H on ryhman G niin
sanottu keskuslaajennus.
Olkoon nyt (H; 0) mika tahansa ryhman G redusoitumaton projektiivinen esi-
tys. Maaritellaan esityksen (H; 0) kanssa ekvivalentti projektiivinen esitys (H; )







































































i (1) ja ((x; 1)) = (x), joten  saa-
daan itse asiassa "nostamalla"esitys  ryhman H esitykseksi. Lauseen 4.4 nojal-
la esitykselle (H; ) on voimassa dim H j jH : Z(H)j. Toisaalta edella osoitettiin
G = H=N , missa N  Z(H), joten jH : Z(H)j j jGj ja lopuksi dimH j jGj.
Projektiiviset esitykset tulevat kayttoon kovariantteja suureita tutkittaessa. Ne
ovat luonnollinen tapa kuvailla systeemin symmetriaryhman ei-kommutatiivisen ali-
ryhman indusoituja esityksia. Kvanttimekaniikassa yleisin tallainen esitys on Hilber-
tin avaruuden H projektiivisten unitaarioperaattorien ryhma PU(H) = U(H)=U(1).
4.6 Rajoittuma ja indusoidut esitykset
Imprimitiivisysteemien yhteydessa tarkeaksi menetelmaksi muodostuu ryhman esi-
tyksen konstruoiminen jonkin aliryhman esityksesta. Tallaisia tilanteita varten maari-
tellaan esityksen rajoittuma ja indusoitu esitys [8, luku 5.8].
Maaritelma 4.23. Esityksen (H; ) rajoittuma aliryhmaan H  G on
ResGHH = (H; jH).
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Maaritelma 4.24. Aliryhman H  G esityksen (H; )indusoima ryhman G esitys
on IndGHH = (ff : G ! H : f(hx) = (h)f(x) kaikilla x 2 G; h 2 Hg; ), missa
(g)f(x) = f(xg) kaikille g 2 G.
Seuraava lause liittaa yhteen luokkafunktioiden rajoitetut ja indusoidut versiot
[8, lause 5.9.1].
Lause 4.12. (Frobenius-kaava) Olkoon G aarellinen ryhma, H  G ja (H; )







Todistus. Olkoon jG : Hj = t, figti=1 ryhman H (oikeiden) sivuluokkien joukko,
fxigti=1 jokin sivuluokkien i edustajisto ja Hi = ff 2 IndGHH : f(g) = 0kung =2 ig.
Selvasti IndGHH = ti=1Hi joten IndGHH(g) = IndGHH(g) =
Pt
i=1 Hi(g). Sivuluokat
ovat alkiovieraita, joten Hi(g) = 0 kun ig 6= i ja toisaalta xigx 1i 2 H, kun
xi 2 i ja ig = i. Indusoidun esityksen maaritelmasta seuraa, etta arvot f(xi)
maaraavat kuvauksen f 2 IndGH kokonaan. Nain ollen voidaan maaritella isomorsmi
 : Hi ! H kaavalla (f) = f(xi). Nyt ((g)f) = f(xig) = (xigx 1i )(f), joten
Hi(g) = trjHi [(g)]
= trjHi [ 1(g)]



























Lause 4.13. (Frobenius-vastaavuus) [9, lause 9.4c] Olkoon G aarellinen ryhma,
H  G ja  2 C(H;C);  2 C(G;C). Talloin (IndGH; )G = (;ResGH)H .
Todistus. Edella maaritellyn luokkafunktioiden sisatulon lineaarisuus- ja antilineaa-
risuusominaisuuksien seka karakterien ortogonaalisuuden perusteella riittaa todistaa
vaite redusoitumattomien esitysten karaktereille. Olkoon siis H1 ryhman H ja H2
ryhman G redusoitumaton esitys. Nyt




















































Luvussa tarkastellaan kovarianssin merkitysta fysikaalisen teorian jarkevyyden kan-
nalta ja esitellaan diskreettien suureiden kovarianssin tutkimisessa tarvittava mate-
maattinen koneisto. Taman koneiston keskiossa ovat ryhmien indusoidut unitaarie-
sitykset ja imprimitiivisysteemeiksi kutsutut rakenteet, joita koskevia perustuloksia
luvussa myos esitetaan. Ellei toisin mainita, koko taman luvun ajan G on diskreetti
(ei valttamatta aarellinen) ryhma, H  G sen aliryhma ja 
 kvanttimekaaniseen
systeemiin liittyva mittaustulosten arvoavaruus, jossa G operoi. Lisaksi kaikki esi-
tykset oletetaan unitaarisiksi, joten unitaariesitysten sijaan puhutaan pelkastaan
esityksista.
5.1 Fysikaalinen lahtokohta
Fysiikan teorioissa kovarianssi tarkoittaa kaytannossa oletusta, jonka mukaan fysii-
kan lait ovat kaikille havaitsijoille samat, eika mikaan koordinaatisto ole erityisa-
semassa. Teoria on esimerkiksi Galilei-kovariantti, mikali sen ennustamat mittaus-
tulokset eivat riipu havaitsijan paikasta, asennosta tai nopeudesta. Matemaattises-
sa mielessa kovarianssi redusoituu eraisiin saantoihin, joiden mukaan fysiikan lait
muuntuvat koordinaatiston muunnoksissa.
Mittausteoriassa kovarianssissa on kyse mittaustuloksia kuvaavien todennakoi-
syysmittojen tietynlaisesta muuntumisesta tutkittavan systeemin symmetriamuun-
noksissa. Symmetriamuunnokset voidaan puolestaan nahda systeemin puhtaiden ti-
lojen automorsmeina eli kuvauksina, jotka permutoivat puhtaita tiloja keskenaan
ja sailyttavat tilojen valiset ehdolliset todennakoisyydet [10]. Wignerin lauseena
tunnettu tulos kertoo, milla tavalla systeemin tilat muuntuvat tallaisissa automor-
smeissa.
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Lause 5.1 (Wigner). Olkoon P systeemin puhtaiden tilojen ja Aut(P) puhtaiden
tilojen automorsmien joukko. Puhtaiden tilojen automorsmeilla tarkoitetaan bi-
jektioita  : P ! P, joille tr[(1)(2)] = tr[12] kaikilla 1; 2 2 P. Talloin
jokainen  2 Aut(P) on muotoa () = UU jollain ryhman U(1) muunnoksia
vaille yksikasitteisella unitaari- tai antiunitaarioperaattorilla U : H ! H.
Todistus. ([10, lause 3.1]) Olkoon  2 Aut(P), 0 6= ! 2 H ja O! = f 2 H : h!ji >
0g. Selvasti 1 +2 2 O! ja 1 2 O! kun 1; 2 2 O! ja  > 0. Olkoon ! 2 P(H)
projektio vektorin ! virittamalle yksidimensioselle aliavaruudelle ja olkoon !0 vektori
projektion (!) ominaisavaruudessa, jolle jj!0jj = jj!jj.
Rakennetaan seuraavaksi autoformismin  kanssa samankaltaisen rakenteen omaa-
va normin sailyttava lineaarioperaattori T! : O! ! O!0 . Kaikille  2 O! on ole-
massa yksikasitteinen  2 O!0 , jolle () =  ja jjjj = jj jj. Maaritellaan kuvaus
T! : O! ! O!0 kaavalla T! =  . Erityisesti T!! = !0. Maaritelmasta seuraa
valittomasti, etta T! on normin sailyttava ja (positiivisten reaalilukujen) suhteen
homogeeninen kuvaus seka T! = ().
Todistetaan viela kuvauksen T! additiivisuus. Olkoon 1; 2 2 O!. Oletetaan
ensin vektorit i (missa i = 1; 2) lineaarisesti riippuvaisiksi toisistaan. Talloin joukon
O! maaritelmasta seuraa 1 = 2 jollekin  2 R, jolloin
T!(1 + 2) = T!((+ 1)2)
= (+ 1)T!2
= T!1 + T!2
Oletetaan nyt vektorit i lineaarisesti riippumattomiksi. hT!ij i = 0 jollain  2 H
jos ja vain jos hij 0i kaikilla  0 2  1( ). Toisaalta talloin myos hT!(1 +2)j i =
0, joten T!(1 + 2) = z1T!1 + z2T!2 joillakin z1; z2 2 C.
Vektorien i virittamasta avaruudesta voidaan valita kaksi yksikasitteista vek-
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Olkoon 0i 2 H kaksi vektoria, joille jj0ijj = jjijj ja 0i = (i). Merkitaan viela





joten zi 2 U(1). Lisaksi





h!j1i+ h!j2i = jz1h!j1i+ z2h!j2ij
 jz1h!j1ij+ jz2h!j2ij
= h!j1i+ h!j2i
jolloin z1h!j1i = z2h!j2i jollain  2 R.
Nyt 0 < z1h!j1i + z2h!j2i = ( + 1)z2h!j2i, joten Im(z2) = 0. Vektorit i
olivat mielivaltaisia, joten ehdosta h!j1i+ h!j2i = z1h!j1i+ z2h!j2i seuraa nyt
z1 = z2 = 1, mika todistaa operaattorin T! lineaarisuuden.
Osoitetaan seuraavaksi, etta mille tahansa vektorille 0 6=  2 H patee T = zT!
(missa z 2 U(1)) kaikilla  2 O! \O . Olkoon  2 O! \O . Ehdosta T! = ()
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seuraa T  = f()T!, missa f : H ! U(1). Riittaa siis todistaa kuvauksen f
olevan vakio joukossa O! \O .





joten f() = f() kaikilla  > 0. Olkoon nyt 1; 2 2 O! \ O kaksi lineaarisesti
riippumatonta vektoria ja vektorit i; 
0
i maaritelty kuten edella. Nyt
f(1) = hf(1)T!1 + f(2)T!2j01i
= hT (1 + 2)j01i
= hf(1 + 2)T!(1 + 2)j01i
= f(1 + 2);
eli f(1 +2) = f(1) mille tahansa lineaarisesti riippumattomille 1; 2 2 O!\O .
Kuvaus f : H ! U(1) on siis vakio joukossa O! \O .
Muodostetaan seuraavaksi unitaari- tai antiunitaarioperaattori kuvauksen T!
avulla. Olkoon M = h!i?; M 0 = h!0i? ja kuvaus S : M ! M 0 maaritelty kaa-
valla S = T!+, kun  6= 0 ja S = 0, kun  = 0. Todistuksen edellisen osan
perusteella voidaan olettaa T!+! = !
0. Operaattori S on hyvin maaritelty, silla
 2 O!+ kaikilla 0 6=  2 M ja kaikilla ;  2 M patee T!+ = T!+ joukossa
O!+ \O!+ .
Tehdaan lyhyt valihuomio. Jos 1; 2 2 O!, niin jjT!(1 + 2)jj2 = jj1 + 2jj2
eli hT!1jT!2i+ hT!2jT!1i = h1j2i+ h2j1i, joten joko hT!1jT!2i = h1j2i
tai hT!1jT!2i = h2j1i.
Jatketaan todistusta. Osoitetaan, etta jos hT!1jT!2i = h1j2i, niin S on uni-
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taarinen ja jos hT!1jT!2i = h2j1i, niin S on antiunitaarinen. Todistukset ete-
nevat samalla tavoin, joten pelkastaan unitaarisen tapauksen todistaminen riittaa.
Aloitetaan operaattorin S homogeenisuudesta. Olkoon  2 M ja  2 C. Jos
 = 0, niin selvasti S() = S. Oletetaan siis  6= 0. Nyt
jj!jj2 + jjjj2 = h! + j! + i
= hT!(! + )jT!(! + )i
= hT!+(! + )jT!+(! + )i
= h!0 + S()j!0 + Si
= jj!0jj2 + hS()jSi
ja koska oletuksen perusteella jj!0jj = jj!jj, niin jjjj2 = hS()jSi. Toisaalta
S() = T!+() = () = (), joten S() = zS jollain z 2 C. Nyt
jjjj2 = hS()jSi = zjjSjj2 = zjjjj2, joten S on homogeeninen.
Todistetaan seuraavaksi additiivisuus. Olkoon 1; 2 2 M lineaarisesti riippu-
mattomat (lineaarisesti toisistaan riippuville vektoreille additiivisuus seuraa homo-
geenisuudesta) ja olkoon 1; 2 kuten edella.
S(1 + 2) = T!+1+2(1 + 2)
= T!+1+2(1 + 2)
= T!+1+21 + T!+1+22
= T!+11 + T!+22
= S1 + S2;
joten S on additiivinen.
Tahan mennessa on osoitettu kuvauksen S olevan lineaarioperaattori. Se on myos
isometria, silla jjSjj2 = jjT!+jj2 = jjTjj2 = jjjj2 kaikilla  2 M . Todistetaan
viela surjektiivisuus. Olkoon 0 6=  2 M 0. Automorsmina  on surjektio, joten on
olemassa yksikkovektori  2 M , jolle () =  . Seuraa S =  jollekin  2 C.
Toisaalta jjjj = 1 joten myos jjSjj = 1 ja  6= 0, joten S( 1) =  .
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H = h!i  M = h!0i  M 0, joten jos S on unitaarinen, voidaan maaritella
unitaarioperaattori U : H ! H kaavalla U(! + ) = !0 + S, missa  2 C ja
 2 M . Jos S on antiunitaarinen, voidaan U maaritella antiunitaarioperaattorina
U(! + ) = !0 + S. Huolimatta siita, onko U unitaarinen vai antiunitaarinen,
operaattorien U ja S maaritelmista seuraa () = UU kaikille puhtaille tiloille .
Todistetaan lopuksi operaattorin U yksikasitteisyys ryhman U(1) muunnoksia
lukuunottamatta. Olkoon V : H ! H operaattorista U riippuen joko unitaari-
tai antiunitaarioperaattori, () = V V  ja  2 M . Todistuksen edellisten kohtien
perusteella V jO!+ = zT!+ jollain z 2 U(1) ja voidaan olettaa V ! = !0. Nyt V ! =
!0 = zT!+! = z!0, joten V jO!+ = zT!+ kaikilla  2M eli V jM = SjM = U jM . U
on siis ryhman U(1) muunnoksia vaille yksikasitteinen.
Wignerin lause on erittain hyodyllinen systeemin tilojen muuntumista tutkit-
taessa. Lisaksi lause selventaa, miksi juuri ryhmien projektiiviset unitaariesitykset
tulevat esiin kovarianttien suureiden yhteydessa.
Suureita tutkittaessa jokaiseen systeemin symmetriaryhman alkioon g 2 G lii-
tetaan projektiivinen unitaarioperaattori (g), joka operoi tutkittavan systeemin
Hilbertin avaruudessa H. Talloin (H; ) on ryhman G projektiivinen unitaariesitys
ja suureen kovarianssi tarkoittaa matemaattista ehtoa, joka liittaa yhteen systee-
min tilojen muuntumisen mainitussa esityksessa seka symmetriaryhman operoinnin
arvoavaruudessa.
Maaritelma 5.1. Suure M on G-kovariantti, jos tr[(g)(g 1)M(X)] = tr[M(g 1X)]
kaikilla  2 S(H); g 2 G;X 2 2
.
Maaritelmassa merkinta g 1X tarkoittaa ryhman G operointia joukossa X 2 2
.
Annettu maaritelma on yhtapitava ehdon (g)M(X)(g 1) = M(gX) kanssa, joka
on usein kaytannollisempi kovariantteja suureita tutkittaessa.
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Lause 5.2. Oletetaan, etta ryhma G operoi aarellisessa joukossa 
. Olkoon fxogko=1
joukon 
 ratojen edustajisto ja olkoon gx 2 G alkio, jolle x = gxxo. Suure M
on G-kovariantti, jos ja vain jos jokaista rataa kohti on olemassa yksikasitteinen







x ) kaikilla X 2 2
.



























Olkoon nyt M G-kovariantti suure. Jokaista rataa kohden voidaan valita yk-
sikasitteinen positiivinen operaattori Ko = M(fxog) = Mxo . Kovarianssista seuraa
Mx = (gx)Ko(g
 1








 1) = Mhxo = Ko.
Lauseen perusteella diskreetteja kovariantteja suureita voidaan rakentaa valit-
semalla ensin systeemia kuvaava arvoavaruus 
 ja symmetriaryhma G. Taman
jalkeen selvitetaan ryhman G radat avaruudessa 
, ja valitaan jokaiselta radalta al-
kio xo 2 
. Jokaista alkiota xo kohden etsitaan positiivinen operaattori Ko = Mxo ,
joka toteuttaa ehdon (h)Ko(h
 1) = Ko kaikilla h 2 Gxo jossain (projektiivises-
sa) unitaariesityksessa  : G ! PU(H). Loput suureen operaattorit Mx saadaan
laskettua kaavalla (g)Ko(g
 1), kun kaydaan lapi kaikki radat ja ryhman G alkiot.
Huomattakoon, etta talla tavoin rakennettu kokoelma operaattoreita ei valtta-
matta toteuta normitusehtoa M(
) = I eika nain ollen tayta kokonaan suureen
maaritelmaa 2.15. M voidaan kuitenkin muuntaa kyseisen maaritelman mukaiseksi
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Imprimitiivisysteemit ovat esitysteoriaa ja operaattorimittoja yhdistelevia raken-
teita, joiden avulla kvanttimekaanista kovarianssia voidaan tutkia matemaattisesti.
Tassa kappaleessa esitellaan imprimitiivisysteemien rakennetta koskevia perustulok-
sia. Kappaleen juoni mukailee Follandin kirjan [3] lukuja 6.4 - 6.5.
Maaritelma 5.2. (Diskreetti) Imprimitiivisysteemi on jarjestetty kolmikko (;
; P ),
missa 
 on diskreetti G-avaruus,  on unitaariesitys G ! U(H), P on PVM
2
 ! P(H) seka esitys ja projektiomitta toteuttavat lisaksi ehdon
(g)P (X) 1(g) = P (gX) kaikilla g 2 G;X 2 2
.
Imprimitiivisysteemi voidaan maaritella myos toisella tavalla.
Maaritelma 5.3. Imprimitiivisysteemi on jarjestetty kolmikko (;
;M), missa 

ja  ovat kuten edellisessa maaritelmassa, mutta M on aarellisesti tuettujen funk-
tioiden f : 
! C joukon Fc(
) *-esitys Hilbertin avaruudessa H.
Lemma 5.3. Maaritelmat 5.2 ja 5.3 ovat ekvivalentit.
Todistus. Olkoon (;
; P ) maaritelman 5.2 imprimitiivisysteemi. Talloin M(fg) =P
y2



















missa ryhmanG operointi joukossa Fc(
) on maaritelty kaavan g = Lg; Lg(y) =
(g 1y) mukaisesti. Olkoon nyt (;
;M) maaritelman 5.3 imprimitiivisysteemi.
M maaraa yksikasitteisen projektiomitan P : 
 ! P(H) kaavan M(fg) =P
y2
 (y)P (fyg) mukaisesti.Q : E 7! (g)P (E)(g) 1 on *-esityksen (g)M(fg)(g) 1
maaraama ja R : E 7! P (gE) *-esityksen M(fLgg) maaraama projektiomitta. Yk-
sikasitteisyydesta seuraa (g)P (E)(g) 1 = P (gE) kaikilla g 2 G;E 2 2
.
Maaritelma 5.4. Esitys (H; ) on imprimitiivinen, jos  kuuluu johonkin impri-
mitiivisysteemiin (;
;M), missa j
j > 1. Esitys on primitiivinen, jos j
j = 1.
Lause 5.4. Jokainen redusoituva esitys on imprimitiivinen.
Todistus. Olkoon ryhmanG esitys (H; ) redusoituva. Talloin on olemassa ei-triviaali
kommutatiivinen C-alialgebra A  C(). Olkoon 
 = s(A) taman alialgebran
spektri jaM : Fc(
)! AGelfandin muunnoksen kaanteismuunnos. TalloinM(fg) 2
C() kaikilla  2 Fc(
) jolloin (g)M(fg)(g) 1 = M(fg) kaikilla g 2 G, joten
(;
;M) on imprimitiivisysteemi, kun ryhma G operoi joukossa 
 triviaalisti eli
gx = x kaikilla g 2 G, x 2 
. Lisaksi j
j > 1, koska A ei ole triviaali algebra.
Lause 5.5. Jokainen indusoitu esitys on imprimitiivinen.
Todistus. Olkoon H  G, q : G! G=H projektiokuvaus ryhman G alkiolta omaan
sivuluokkaansa ja (H; ) ryhman H unitaariesitys. Olkoon Fc = f 2 Fc(G;H) :
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f(hg) = (h)(g) kaikilla g 2 G; h 2 H ja jq(supp )j < 1g. Indusoidun esityksen
 = IndGH Hilbertin avaruus on F = Fc. Avaruuden F maaritelmasta seuraa
(  q)f 2 Fc kaikille  2 Fc(G=H); f 2 Fc. Lisaksi jj(  q)f jj  jjjjsupjjf jjF , joten




joten (; G=H;M) on imprimitiivisysteemi, mista vaite seuraa.
Todistuksessa konstruoituja avaruuksia Fc ja F tarvitaan myos tulevissa todis-
tuksissa. Jatkossa symboleilla Fc; F tarkoitetaan juuri edellisen todistuksen mukai-
sia avaruuksia.
Maaritelma 5.5. (IndGH;G=H;M) on ryhman H esitykseen (H; ) liittyva kano-
ninen imprimitiivisysteemi.
Maaritelma 5.6. Imprimitiivisysteemit (;
;M) ja (0;
;M 0) ovat unitaariekvi-
valentit, jos on olemassa unitaarinen kuvaus U : H ! H0, jolle U(g)U 1 = 0(g)
kaikilla g 2 G ja UM(fg)U 1 = M 0(fg) kaikilla  2 Fc(
).
Lause 5.6. Jokainen imprimitiivisysteemi  = (;
;M) on syklisten imprimitiivi-
systeemien suorasumma.
Todistus. Funktioavaruus l1(
G) muodostaa C*-algebran, kun tulo-operaatioksi
maaritellaan (f  g)(s; x) = Ph2G f(s; h)g(h 1s; h 1x) ja involuutioksi f (s; x) =
f(x 1s; x 1). Todistuksessa tarvitaan erasta algebran l1(
  G) *-esitysta, joka
taytyy ensin konstruoida. Maaritellaan kuvaus T : l
1(
  G) ! L(H) kaaval-
la T(f) =
P
x2GM [f(; x)](x). Maaritelma toimii, silla funktion f 2 l1(
  G)
tuen projektio (merkitaan tassa symbolilla A) joukkoon G on aarellinen. Taman
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seurauksena kaikille  2 H patee jjT(f)jj  jAjmaxg2GjjM [f(; g)]jj  jjjj 
jAj  jjf jjsupjjjj <1, joten todellakin T(f) 2 L(H). Nyt voidaan esittaa lauseen
todistuksessa tarvittava aputulos.
Lemma 5.7. (H; T) on algebran l1(
G) *-esitys.
Todistus. Riittaa osoittaa, etta T on *-homomorsmi. Kuvauksen ja kyseessa ole-
van algebran maaritelmista seuraa





















































joten kuvaus T on *-homomorsmi.
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Jatketaan paatodistusta. T on algebran l
1(
G) *-esitys, joten jos aliavaruus
K  H on invariantti kaikkien operaattorien T(f) suhteen, niin myos avaruu-
den ortogonaalikomplementti K? on invariantti. Zornin lemmasta seuraa, etta on
olemassa maksimaalinen kokoelma yksikkovektoreita fig  H, joille avaruudet
Bi = fT(f)i : f 2 l1(
G)g ovat ortogonaalisia. Talloin tietysti H = iBi.
Avaruudet Bi ovat invariantteja operaattorien (x) ja M() suhteen (missa x 2 G


























Selvasti f(x 1ys; x 1y); ()f(; x) 2 l1(
G), joten (x)Bi = Bi ja M()Bi =
Bi. AvaruusH hajoaa syklisten, invarianttien aliavaruuksien Bi suoraksi summaksi,
mista vaite seuraa.
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Seuraavaa teknista lausetta tarvitaan apuna luvun paatuloksen, imprimitiiviteo-
reeman todistuksessa.
Lause 5.8. Olkoon (H; ) ryhman H esitys ja (F ; ) ryhman G esitys (H E G),
T 2 C(); f 2 Fc ja maaritellaan kuvaus T : Fc ! Fc kaavalla ( Tf)(x) = T (f(x)).
Talloin kuvaus O : C()! C(); O(T ) = T on isometrinen *-isomorsmi.
Todistus. Tarkasteltava kuvaus on *-homomorsmi, silla maaritelman mukaan
(STf)(x) = ST [f(x)]
= S[( Tf)(x)]
= ( S Tf)(x)
ja
( T f)(x) = T (f(x))
= T (f (x))
= (T f)(x)
Lisaksi
jj T jjF = supjjf jjF1jj Tf jjF
 supjjf(x)jjH1jjTf(x)jjH
= jjT jjH
Isometrian todistamiseen riittaa nyt osoittaa jjT jjH  jj T jjF .
Hilbertin avaruuden taydellisyydesta seuraa, etta jokaista  > 0 kohti voidaan
valita v 2 H siten, etta jjTvjjH  j1  j  jjT jj. Kaikille x0 2 G vektorit f;v(x0) =P
2H (x)()v ovat tiheassa avaruudessaH, kun  2 Fc(G) ja v kuuluu johonkin
tiheaan aliavaruuteen D  H [3, Prop. 6.8a], joten voidaan edelleen valita f 2 Fc
jolle jjf(1G)jjH  1 ja jjf(1G) vjjH  . Valitaan viela alkion 1G ymparisto U  G,
jolle jjf(x)jjH  1 ja jjf(x)   f(1G)jjH   kun x 2 U ja funktio  2 Fc(G=H),
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jolle supp   q(U). Nyt kaikille x 2 U , joille g(x) =  (q(x))f(x) 6= 0, on olemassa
y 2 U ja  2 H siten, etta x = y ja
jjf(y)  vjjH  jjf(y)  f(1G)jjH + jjf(1G)  vjjH
 2
Toisaalta
jjTvjjH  jjTf(y)jjH + jjTv   Tf(y)jjH
 jjT jjH  jjf(y)  vjjH + jjTf(y)jjH ;
joten
jjTf(y)jjH  jjTvjjH   jjT jjH  jjf(y)  vjjH
 (1  3)jjT jjH  jjf(y)jjH
Nyt
jjTg(x)jjH = jjTg(y)jjH
 (1  3)jjT jjH  jjg(y)jjH
= (1  3)jjT jjH  jjg(x)jjH
kaikilla x 2 G ja mielivaltaisen pienella  > 0, joten jj TgjjF  (1  3)jjT jjH  jjgjjF
eli jjT jjH  jj T jjF .
Viela taytyy todistaa kuvauksen olevan isomorsmi. Operaattorien jjT jj ja jj ~T jj
tarkastelu palautuu projektioiden ja sen myota esitysten suhteen invarianttien ali-
avaruuksien tarkasteluun. Aloitetaan osoittamalla, etta Fc on tihea mielivaltaises-
sa suljetussa -invariantissa aliavaruudessa N 2 F . Minka tahansa aarellisen jou-
kon K  G=H karakteristinen funktio K kuuluu joukkoon Fc(G=H), joten myos
M(K)g =
P
x2K P (x)g = PKg 2 Fc(G=H) kaikille g 2 N . Jokaiselle g 2 N ja mie-
livaltaisen pienelle  > 0 voidaan joukko K voidaan valita siten, etta jjM(K)g  
gjj < , joten Fc on tihea avaruudessa N .
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Olkoon nyt aliavaruus M  H -invariantti ja suljettu ja M  F joukon
ff 2 Fc : f(x) 2 M kaikilla x 2 Gg sulkeuma. M on suljettu, -invariantti ja itse
asiassa M = HIndGH. Edetaan todistamalla kuvauksen M 7! M bijektiivisyys, joka
voidaan lopulta laajentaa alkuperaisen kuvauksen T 7! T isomorsuudeksi.
Olkoon M1;M2  H;M1 6= M2 kaksi -invarianttia aliavaruutta. Talloin on
olemassa vektori v 2 M1 nM2 ja f 2 ~M1, joille jjf(1G)   vjjH <  mielivaltaisella
 > 0, jolloin f(x) =2M2 jossain alkion 1G ymparistossa. Tasta seuraa f 2 M1 n M2,
joten kuvaus M 7! M on injektio. Osoitetaan nyt surjektiivisuus. Olkoon N  F
kuten edella, f 2 N ;  2 Fc(G); vf; =
P
x2G (x)f(x) ja M = hfvf;gi  H.













eli M on -invariantti.
Surjektiivisuuden todistamiseksi riittaa enaa osoittaa N = M jollekin M . Jos
f 2 Fc \ N ; w 2 M?, niin 0 = hvf;; wi =
P
x2G (x)hf(x); wi kaikilla  2 Fc(G),
joten hf(x); wi = 0 kaikilla x 2 G eli f 2 M . Fc on tihea avaruudessa N , joten
N  M . Toisaalta jos f 2 N ; ;  2 Fc(G), muodostavat kaavalla gf;; (x) =P










ja Tf 2 N , joten ~M  N .
Nyt voidaan viimeistella lauseen todistus. Koska kuvaus M 7! M on bijektio,
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patee naiden avaruuksien projektioille (PMf)(x) = PM(f(x)) = (P Mf)(x) kaikilla
x 2 G, joten PM = P M . Seuraa, etta jokainen algebran C() projektio on muotoa
P jollekin P 2 C(). Spektraaliteoreemasta ja kuvauksen T 7! T isometrisyydesta
seuraa, etta O(C()) on normitopologiassa suljettu. Tama tarkoittaa, etta kaikki
algebran C() itsedjungoidut operaattorit kuuluvat myos algebraan O(C()). Toi-
saalta kaikki operaattorit T 2 C() voidaan esittaa itseadjungoitujen operaattorien
lineaarikombinaatioina, joten lopulta saadaan tulokseksi C()  O(C()), mika to-
distaa vaitteen.
Lause 5.9. (Imprimitiiviteoreema) Olkoon 
 = G=H ja  = (;
;M) imprimitii-
visysteemi. Talloin on olemassa (unitaarikuvausta vaille) yksikasitteinen ryhman H
esitys , jolle (IndGH;
;M) ja  ovat ekvivalentit.
Todistus. Osoitetaan ensin esityksen  olemassaolo. 
 on diskreetti, joten P (fsg) 6=
0 kaikilla s 2 
. Olkoon  = eH ryhman H vasen sivuluokka identiteettialkion
e 2 G suhteen. Talloin ()P (fg)() 1 = P (fg) = P (fg) kaikille  2 H, joten
P (fg)H on jH-invariantti ja nain ollen  = jH on ryhman H eras unitaariesitys
Hilbertin avaruudessa P (fg)H. Maaritellaan jokaiselle v 2 H funktio fv : G !
P (fg)H kaavalla fv(x) = P (fg)(x)v = (x)P (fxg)v. Nyt kaikille  2 H on
voimassa fv(x) = (x)P (fxg)v = ()(x)P (fxg)v = ()fv(x). Lisaksi koska




x2G=H jjP (fxg)vjj2 = jjvjj2
mista seuraa, etta v 7! fv on rajoitettu isometrinen surjektio eli unitaarikuvaus
H ! F . Tama kuvaus maaraa unitaarekvivalenssin imprimitiivisysteemien  ja
(IndGH;
;M) valille.
Todistetaan seuraavaksi esityksen  yksikasitteisyys. Olkoon 1; 2 ryhman H
unitaariesityksia, j = Ind
G
Hj naihin liittyvat indusoidut esitykset avaruuksissa
Fj ja U : F1 ! F2 unitaarikuvaus, joka maara ekvivalenssin imprimitiivisystee-
mien j = (j;
;Mj) valille. Tarkastellaan operaattoria V 2 L(F1  F2) jolle
58
V (f1; f2) = (0; Uf1); V
(f1; f2) = (Uf2; 0). Kuvauksen U unitaarisuudesta seuraa
V V = PF1 ; V V
 = PF2 . Toisaalta V 2 C(1  2), joten lauseen 5.6 nojalla on
olemassa kuvaus T 2 C(1  2) siten, etta V = T ja T 7! T on isometrinen *-
isomorsmi. Tasta puolestaan seuraa T T = PH1 ; TT
 = PH2 , jolloin T jH1 on
unitaarinen isomorsmi H1 ! H2 ja T jH1 2 C(1; 2) eli esitykset 1; 2 ovat
unitaariekvivalentit.
Imprimitiiviteoreemasta on olemassa vaihtoehtoisia esitysmuotoja ja laajennuk-
sia. Mackey itse on laajentanut lauseen koskemaan myos projektiivisa esityksia [11,
lause 6.6]. Esitetaan viela Cattaneolta peraisin oleva lause, joka kasittelee kovarian-
tin Naimarkin dilaation olemassaoloa ja hyodyntaa imprimitiiviteoreemaa todistuk-
sessaan [12, prop. 1]. Tamakin tulos yleistyy projektiivisille imprimitiivisysteemeille
[12, prop. 3].
Lause 5.10 (Cattaneo). Olkoon (;
;M) yleistetty imprimitiivisysteemi eli impri-
mitiivisysteemi, missa M on G-kovariantti suure, 
 on diskreetti G-avaruus ja
 : G ! L(H) on esitys, jonka suhteen M on kovariantti. Talloin on olemassa
Hilbertin avaruus K, isometria V : H ! K, ryhman G esitys  : G ! L(K) ja
PVM P , joille (;
; P ) on imprimitiivisysteemi, (g) = V (g)V kaikilla g 2 G ja
M(X) = V P (X)V kaikilla X 2 2
. Lisaksi vektorit P (X)V , X 2 2
;  2 H ovat
tiheassa avaruudessa K.
6 Optimaaliset kovariantit suureet
Siirrytaan seuraavaksi tarkastelemaan optimaalisten kovarianttien suureiden raken-
teita. Tassa luvussa esityksella tarkoitetaan projektiivista unitaariesitysta, G on
jalleen diskreetti ryhma ja 
 diskreetti G-avaruus. Aloitetaan tilanteesta, jossa seka
G etta 
 ovat aarellisia. Talloin G:n alkioiden taytyy vastata bijektioita g : 
! 

eli G  Sn, missa dimH = n ja H on systeemin Hilbertin avaruus.
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6.1 Asteen 1 projektiomitat
Lause 6.1. Olkoon G ja 
 aarellisia. Talloin on olemassa sellainen ryhman G
projektiivinen unitaariesitys  ja asteen 1 PVM P , joille P on -kovariantti.
Todistus. Olkoon j
j = n. Talloin asteen 1 PVM P voidaan antaa muodossa P (fxg) =
jxihxj, missa fxgx2
 muodostaa n-dimensioisen Hilbertin avaruuden H ortonor-



















Tama patee kaikille ryhman Sn alkioille, joten sen taytyy patea kaikille ryhman Sn
aliryhmille.
6.2 Ekstremaaliset infotaydelliset suureet
Ekstremaalisten infotaydellisten suureiden rakenteen selvittaminen on hieman haas-
tavampaa. Lauseista 3.3 - 3.5 nahdaan, etta jos M on ekstremaalinen infotaydellinen




 M(fxg) = I.
Esimerkiksi systeemilla, jolla j







































































Huomattakoon, etta viimeisella rivilla tuloksena ei ole identiteettimatriisi, vaan iden-
titeettimatriisi kerrottuna imaginaariyksikolla. Nama kaksi vastaavat kuitenkin sa-
maa operaattoria, silla symmetriaryhman esitys on oletuksen mukaan projektiivinen.
Lisaksi kaytetyssa esityksessa ryhmalla S2 on kaksi rataa joukossa 
.
Annetaan seuraavaksi yleisempi esimerkki ekstremaalisesta infotaydellisesta suu-
reesta, joka on kovariantti mielivaltaisen (fysikaalisesti mahdollisen) aarellisen sym-
metriaryhman suhteen. Esimerkki perustuu Haapasalon ja Pellonpaan esimerkkiin
diskreetista ekstremaalisesta infotaydellisesta suureesta [2, esim. 3].
Oletetaan aluksi dimH = d <1. Tarkastellaan yleisinta mahdollista tapausta,
jossa systeemin symmetriaryhma on d alkion permutaatioryhma Sd. Ekstemaalisen
infotaydellisen suureen konstruoimiseksi oletetaan j
j = d2. Merkitaan jatkossa yk-
sittaisia avaruuden 
 pisteita (i; j), missa 1  i; j  d, jolloin symmetriaryhman Sd
alkiot g operoivat avaruudessa 
 kaavan g(i; j) = (g(i); g(j)) mukaisesti.
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Olkoon fjiigdi=1 avaruuden H ortonormaali kanta ja
fmm = jmi
fmn = jmi+ jni
fnm = jmi   ijni;
missa m < n. Maaritelmista seuraa
jmihmj = jfmmihfmmj
2jmihnj = (jfmnihfmnj   jfmmihfmmj   jfnnihfnnj)
  i(jfnmihfnmj   jfmmihfmmj   jfnnihfnnj)
jnihmj = (jfmnihfmnj   jfmmihfmmj   jfnnihfnnj)
+ i(jfnmihfnmj   jfmmihfmmj   jfnnihfnnj);
joten joukossa Bd = fpmnjfmmihfmmjj 1  m;n  dg on d2 alkiota ja se muodostaa
vektoriavaruuden L(Hd) kannan, kun reaaliluvut pmn valitaan siten, etta pmn > 0





maaritelty itseadjungoitu operaattori S 2 L(Hd) on kaantyva. Ekstremaalisen in-
fotaydellisen suureen M : 2
 ! L(H) operaattorit M(f(m;n)g) = Mmn voidaan
nyt konstruoida kaavan
Mmn = jppmnS 1=2fmnihppmnS 1=2fmnj (1)
avulla. Suure M on ekstremaalinen, koska operaattorit Mmn ovat lineaarisesti riip-








, cmn = 0 kaikilla 1  m;n  d
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Infotaydellisyys puolestaan seuraa siita, etta riippumattomuuden lisaksi operaatto-
rit Mmn ovat kaikki astetta 1 ja niita on d
2 kappaletta. Tarkastellaan seuraavaksi
suureen M kovarianssia ryhman Sd esityksen suhteen.
Lause 6.2. Olkoon  : Sd ! U(H)=U(1) ryhman Sd projektiivinen unitaariesitys.
(;
;M) on imprimitiivisysteemi, jos ja vain jos S 1=2 on esityksen  automorsmi
(S 2 C()) ja luvut pij ovat vakioita jokaisella imprimitiivisysteemin radalla.
Todistus. (;











joillain 1  k; l  d. Toisaalta operaattori S 1=2 on sama jokaiselle Mmn, joten
edellisesta laskusta saadaan





Yhtalon taytyy toteutua kaikilla samalla radalla esityksen  suhteen olevilla ope-
raattoreilla Mkl, joten lukujen pkl taytyy olla vakioita kyseisilla radoilla. Talloin
S 0 1=2 = S 1=2 eli (g)S 1=2 = S 1=2(g), joten S 1=2 on esityksen  automors-
mi.
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Edellisen lauseen perusteella ekstremaalisten infotaydellisten suureiden etsimi-
nen voidaan aarellisessa tapauksessa redusoida systeemin symmetriaryhman projek-
tiivisen unitaariesityksen positiivisten itseadjungoitujen automorsmien etsimiseen.
Tehtavaa voidaan viela yksinkertaistaa hieman toteamalla, ettei operaattorin S 1=2
kommutatiivisuutta tarvitse tarkastella esityksen  kaikkien operaattorien suhteen
vaan riittaa, etta S 1=2 kommutoi symmetriaryhman generaattorien g 2 Sd kuvien
(g) kanssa. Lisaksi mika tahansa aarellisen monen alkion permutaatioryhma voi-
daan generoida kuvausten avulla, jotka vaihtavat kahden alkion paikkaa keskenaan,



















missa a; b 2 R ja h 2 U(1) kaikilla 1  h  d  1 seka maaritellaan projektiivinen
unitaariesitys  : Sd ! U(H)=U(1) kaavalla











missa i < j ja gij 2 Sd vaihtaa ainostaan alkioiden i ja j paikkoja keskenaan. Talloin
S 1=2 on esityksen  automorsmi.
Todistus. Tarkistetaan aluksi, etta  on hyvin maaritelty. (gij)(gij)
 = IH ja
(gij) = (gij)
, missa  2 U(1), joten (gij)2 = IH. Nain ollen operaattoreilla
(gij) on sama rakenne kuin kuvauksilla gij 2 Sd, joten  on projektiivinen uni-
taariesitys. Operaattorin S ominaisarvot ovat positiivisia (ja reaalisia), joten se on
vektoriavaruuden H automorsmi. Suora lasku osoittaa, etta S kommutoi kaikkien




































































































































































































Suure M voitaisiin nyt muodostaa suorilla laskuilla kaavan (1) mukaisesti. Las-
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kut ja lopputulokset ovat kuitenkin niin pitkia, etta on kaytannollisempaa tut-
kia pelkastaan ominaisvektoreita. Tama voidaan tehda vahentamatta tulosten ylei-
syytta, silla kaikki tutkittavat operaattorit ovat astetta 1.
Merkitaan tasta eteenpain mn = S
 1=2fmn. Kun i < j; i; j 6= m operaattorit




















































































mukaisesti. Kahden ensimmaisen laskun viimeiset valivaiheet seuraavat esityksen 
projektiivisyydesta. Saatuja kaavoja seka relaatioita
mn = mm + nn
nm = mm   inn
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Nain ollen imprimitiivisysteemin (;
;M) radat ovat fMmmgdm=1 ja fMmngdm;n=1; m 6=n.
6.2.1 Symmetrisyydesta
Eras matematiikan nakokulmasta kiinnostusta herattanyt kvanttimekaanisten suu-
reiden luokka ovat niin sanotut (asteen 1) symmetriset infotaydelliset suureet,joista
kaytetaan myos lyhyempaa nimitysta SIC-POVM [13]. Tallaisen suureen kaikki ope-




Lahes kaikki tunnetut esimerkit asteen 1 SIC-POVM -suureista ovat kovariantte-
ja tiettyjen ryhmien suhteen [14], joten tarkistetaan seuraavaksi, onko edellisessa
kappaleessa konstruoitu kovariantti infotaydellinen suure symmetrinen jollain ava-
ruuden H dimensioilla d.
Lukujen pmn taytyy olla vakioita esityksen  radoilla, jotka selvitettiin edelli-
sessa kappaleessa. Merkitaan jatkossa pmn = p, kun m = n ja pmn = q, kun m 6= n.






















































































































2d(a2 + (d  1)b2 + sin(Pn 1h=m arg(h))(2ab+ (d  2)b2) = q;



















missa k 2 Z. Jos arg(1) = 
4
+ k ja arg(2) =

4




+(k+k0), joten M ei voi olla symmetrinen suure kun dim(H) = d > 2.
Olkoon nyt d = 2. Esityksen operaattorit ovat8><>:(id) =
2641 0
0 1










Suureen M ominaisvektorit ovat
p
p11 = j1ia+ j2ib1
p





















































































































joka on ristiriita. Nain ollen suure ei voi olla symmetrinen millaan dimension d
arvolla.
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6.3 Kovarianttien suureiden yleinen konstruktio
Esitellaan lopuksi yksityiskohtaisemmin ja esimerkkien kanssa luvussa 5 mainittu
menetelma kovarianttien suureiden konstruoimiselle. Mainittakoon kertauksen vuok-
si, etta H on tutkittavan systeemin Hilbertin avaruus ja 
 (kiinnitetty) mittaustu-
losten arvoavaruus. Numeroidaan arvoavaruuden alkiot siten, etta 
 = f1; : : : ; dg,
missa d = dim H. Nyt bra-ket -notaatiota kayttaen avaruuden H ortonormaaliksi
kannaksi voidaan valita fjiigdi=1.
Lauseen 6.1 perusteella kaikille symmetriaryhmille g  Sd voidaan maaritella
projektiivinen unitaariesitys  : G ! PU(H) ja asteen 1 PVM P : 2
 ! L(H)
siten, etta (;
; P ) on imprimitiivisysteemi.




G  Sd operointi voidaan laajentaa luonnollisella tavalla g((i; j)) = (g(i); g(j)).




01 = f(i; i) : 1  i  dg ja 
02 = f(i; j) : i 6= j; 1  i; j  dg. Ratojen
edustajiksi voidaan valita esimerkiksi alkiot (1; 1) ja (1; 2), joiden stabilisaattorit
ovat G(1;1) = fg 2 Sd : g(1) = 1g ja G(1;2) = fg 2 Sd : g(1) = 1; g(2) = 2g.
Seuraavaksi suureen M : 2

0 ! U(H) konstruoimiseksi taytyy lauseen 5.2 mukai-
sesti loytaa esitys  : Sd ! U(H) ja ratoja 
01; 
02 vastaavat (itseadjungoidut) ope-
raattorit M(f(1; 1)g) = K1  0 ja M(f(1; 2)g) = K2  0, joille (h)K1(h 1) = K1
kaikilla h 2 G(1;1) ja (h)K2(h 1) = K2 kaikilla h 2 G(1;2).
Yksinkertaisin vaihtoehto esitykselle  on (g) =
Pd
i=1 jg(i)ihij. Talloin operaat-





















missa A; C; D; F; I 2 R ja B; E; G; H 2 C. Loput suureen M operaattorit saadaan
laskettua kaavan (g)Ki(g
 1) (missa i=1,2) avulla kun kaydaan lapi kaikki alkiot
g 2 G.
Operaattorien K1; K2 ominaisuuksia vaihtelemalla saadaan erilaisia erikoista-
pauksia suureesta M . Koska unitaariesityksen operaattorit ovat kaikki isometrisia
surjektioita, on M asteen 1 suure jos ja vain jos operaattorit K1 ja K2 ovat astetta
1. Erityisesti jos K1 ja K2 ovat asteen 1 operaattoreita ja operaattorit (g)Ki(g
 1)
ovat lineearisesti riippumattomia kaikilla g 2 Sd ja i = 1; 2, on M maaritelman
mukaan ekstremaalinen infotaydellinen suure. Jos taas valitaan K2 = 0 ja operaat-
torin K1 normiksi 1 (jolloin operaattorista K1 tulee asteen 1 projektio), saadaan M
muutettua asteen 1 projektiomitaksi.
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7 Yhteenveto
Tutkielmassa kasiteltiin kvanttimekaniikan mittausteorian matemaattisia erityispiir-
teita ja ongelmia, jotka liittyvat optimaalisten kovarianttien suureiden luokitteluun
ja rakenteeseen. Useimmat esitetyista tuloksista soveltuvat tilanteeseen, jossa tutkit-
tavan systeemin mittaustulosavaruus on aarellinen. Pelkistyksesta huolimatta tilan-
ne on realistinen, silla oikeat mittalaitteet voivat rekisteroida ainoastaan aarellisen
maaran erilaisia mittaustuloksia.
Ensimmaisissa luvuissa kaytiin lapi kvanttimekaniikan matemaattinen muotoilu
ja yleisimmat suureiden optimaalisuuskriteerit. Naiden lisaksi esiteltiin kovarianttien
suureiden yhteydessa tarvittavaa diskreettien ryhmien esitysteoriaa. Tutkielman lop-
pupuolella keskityttiin kovarianttien suureiden teoriaan ja optimaalisten kovariant-
tien suureiden olemassaoloon ja rakenteeseen. Kovariantin infotaydellisen suureen
olemassaolo todistettiin esimerkin avulla mielivaltaiselle aarellisen arvoavaruuden
omaavalle kvanttimekaaniselle systeemille. Lisaksi tarkasteltiin loydetyn esimerkin
yhteytta symmetrisiin suureisiin, joilla on enemman sovelluksia matematiikan kuin
fysiikan parissa. Esimerkkisuure ei kuitenkaan tayttanyt symmetriaehtoja. Lopuk-
si tarkasteltiin esimerkkien avulla menetelmaa, jolla kovariantteja suureita voidaan
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